Uber die Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen.
Von
Paul Erdés in Budapest.

Einleitung.

Aus dem Primzahlsatz fiir die arithmetischen Progressionen folgt ohne
weiteres, dall jede arithmetische Reihe, deren Anfangsglied und Differenz
teilerfremd sind, Primzahlen zwischen & und 2 £ enthilt, sofern £ eine (von
der arithmetischen Progession abhiingige) Schranke iibersteigt. Uber diese
Schranke erfihrt man aber aus dem Primzahlsatz nichts Niheres. Natiirlich
kann man den Beweis des Primzahlsatzes (es wird immer der Primzahlsatz
fiir die arithmetischen Reihen gemeint) so verschiarfen, dal man einen
expliziten Ausdruck fiir die fragliche Schranke gewinnt; die dazu erforder-
lichen Berechnungen (es handelt sich um FErsetzung von O-Abschitzungen
durch explizite Ungleichungen) sind aber recht kompliziert und wiirden
eine sehr grole Schranke ergeben. Fiir die Progressionen 3% -1, 3n + 2,
4mn + 1, 4n - 3 hat Herr Breusch') die fraglichen Schranken durch
funktionentheoretische Methoden bestimmt und dabei, um méglichst kleine
Schranken zu bekommen, genaue zahlenmifige Angaben itber Anzahl und
Lage der ersten Nullstellen der zugehdrigen L-Funktionen benutzt. Sein
Ergebnis lautet: fiir § > 10° liegen zwischen & und 2 £ stets Primzahlen
einer jeden der vier oben erwihnten Progressionen; mit Hilfe der Primzahl-
tabellen hat er alsdann die Schranke 10° auf 7 vermindert.

Da es sich um elementare Sitze handelt, so erscheint es wiinschens-
wert, die tiefen Hilfsmittel des Herrn Breusch durch elementare Uber-
legungen (etwa vom gleichen Charakter wie diejenigen, die in der Tscheby-
schefschen Primzahltheorie zur Anwendung gelangen) zu ersetzen. Nun
laBt sich die Methode, durch die ich den Tschebyschefschen Satz, laut
dessen es zwischen & und 2 £ stets wenigstens eine Primzahl gibt, bewiesen
habe?), auf den Fall der obenerwiahnten arithmetischen Reihen iibertragen.
Durch dieselbe Methode lassen sich Sitze &hnlicher Art auch fiir andere
arithmetische Reihen beweisen; statt & und 2 & ergeben sich teilweise noch
engere, teilweise aber weitere Grenzen.

1) Robert Breusch, Zur Verallgemeinerung des Bertrandschen Postulates, daf}
zwischen x und 2 & stets Primzahlen liegen, Math. Zeitschr. 34 (1932), 8. 505—526.
2} P. Erdés, Beweis eines Satzes von Tschebyschef, Acta Litt. ac Scient.
Regiae Univ. Hungaricae Francisco Josephinae 5 (1930—1932), S. 194—198.
Mathematische Zeitschrift. 39. 31
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Der Hauptgedanke der Methode besteht darin, dal wir einen Aus-
druck konstruieren, der durch alle Primzahlen, die der fraglichen Pro-
gression und dem betreffenden Intervall angehoren, teilbar ist, von den
iibrigen Primzahlen hingegen durch moglichst wenige. Kine Abschétzung
dieses Ausdruckes fithrt dann zum gewiinschten Satz.

Im Teil I werden wir die notigen Hilfsséitze iiber solche Ausdriicke
beweisen; im Teil IT werden wir dieselben auf die Primzahlen ge-
wisser arithmetischer Reihen anwenden. Um das Wesentliche der Methode
klarer hervortreten zu lassen und um Wiederholungen zu vermeiden,
werden wir die sich ergebenden Siitze auch dann allgemein formulieren,
wenn ihre Voraussetzungen nur fiir einige Progressionen erfiillt werden.
Im Teil III werden wir an dem Beispiel der arithmetischen Reihen
6n-+1, 6n-+5, 4n+ 1, 4n - 3 zeigen, wie man die dabei auftretenden
Schranken numerisch bestimmen kann. (Diese Progressionen sind im
wesentlichen dieselben, wie bei Breusch; in der Tat sind die Primzahlen
von der Form 3#n -+ 1 dieselben, wie die von der Form 6# + 1; und die
Primzahlen von der Form 3#n - 2, auBler 2, dieselben, wie die von der
Form 6# --5.) Die erhaltenen Schranken liegen in diesen Fiillen iibrigens
tief unter 10°.

Das Anfangsglied und die Differenz der arithmetischen Progression,
um die es sich handelt, bezeichnen wir dauernd mit a hzw. d. Uberhaupt
sollen lateinische Buchstaben stets positive ganze Zahlen, der Buchstabe p
(mit beliebigen Indizes) eine Primzahl, griechische Buchstaben stets posi-
tive Zahlen bedeuten; eine einzige Ausnahme bildet Hilfssatz 3, wobei k
auch Null sein kann. Es wird stets a << d, d =2 und (a,d) =1
vorausgesetzt; eine Kongruenz, deren Modul nicht angegeben ist, soll stets
modulo d gelten.

1. Hilfssitze.
1. Die in der Einleitung erwihnten Ausdriicke werden mit Hilfe von
Ausdriicken von der Form

Hp[p___l B T )
o P,(a,d) = 22 =1

n!

aufgebaut; wir werden zunichst einige Hilfssitze iber diese Ausdriicke
P, (a, d) beweisen,

Vor allem zeigen wir, daBl P, (a, d) (unter der vorausgesetzten Be-
dingung (a, d) = 1) eine ganze Zahl ist. Es sei p eine beliebige Primzahl;
der Zahler bzw. der Nenner von (1) sei genau durch die U, (n)-te bzw.
V,(n)te Potenz von p teilbar; es ist zu zeigen, daB U,(n) =V, (n).




Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen. 475

L papilges = waadie —
|

Bekanntlich ist

¢ e [P e %] e M o
ORI P E L AL
also, da V,(») eine ganze Zahl ist, V,(n) < I—iv%il’ wodurch unsere Be-

I T n

IA

hauptung fiir p/d bewiesen ist. Ist aber p +d, so ist U, (n) offenbar
gleich der Anzahl der durch p teilbaren Faktoren des zweiten Produktes
im Zihler von (1) plus Anzahl der durch p* teilbaren Faktoren desselben
Produktes plus usw.; nun hat aber die Kongruenz

3) a-+kd=0 (modp)

im fraglichen Intervall 1<% < n wenigstens [5] Losungen in £, da

jenes Intervall so viel vollstindige Restsysteme mod p" enthilt; also ist
auch in diesem Fall

U,(n) = [i] o+ [;g] + oo =V,(n).

Mit Riicksicht auf spéitere Anwendungen bemerken wir, dafl der
Ausdruck

n—1
ﬂ'pL’_I] I (e + (k—1)d)
(4) P.(a, d) = 22 A=t —

!

ebenfalls ganz ist. In der Tat gilt in (2) stets das Ungleichheitszeichen,
da gewill verschwindende (ilieder durch nichtverschwindende ersetzt wurden.
Daher ist

DV, <ns (p— DV <n—1 V00 < [2=7),

so dafl die Primzahlen p'd im Zéahler von (4) auf wenigstens so hoher
Potenz enthalten sind, wie im Nenner. Fiir die Primzahlen p £ d gilt
aber dieselbe Betrachtung wie frither, da der Umstand, dal fiir die
Losungen der Kongruenz (3) statt 1 <k <n dasIntervall 0 <k <n — 1
in Frage kommt, nichts éndert.

2. Uber die GroBenordnung von P, (@, d) unterrichtet der

Hilfssatz 1. Es ist

P\n (G, d) =g+ o(ﬂ),

wobel

pld
Beweis. Wegen
n p—2 ) n
§—i e P
und
kd<<a+kd=(k+ 1)d

g1%®
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gilt
_p—1 1 um 1 T
(5) IIp ”—‘(dﬂpr—l)_g&(a,d)g(n+1)(d,gfpﬁ),
pld pld pld
und hier sind beide Schranken von der Form on + o),

3. Betreffend der zahlentheoretischen Struktur von P, (a, d) beweisen
wir zwei Hilfssitze; der erste liefert eine grobe Abschitzung des Bei-
trages einer beliebigen Primzahl zu P, (a, d); der zweite gibt fiir die
groBeren Primzahlen iiber feinere Einzelheiten Rechnung.

Hilfssatz 2. Es sei p"»® die hochste Potenz von p, die die Zahl
P, (a,d) teilt. Dann ist

p¥p® < (n+ 1)d.

Beweis. Esist W,(n) = U, (n) — V, (n); also, falls ¢,-(n) die Anzahl
der Losungen der Kongruenz (3) im Intervall 1 << & < n bezeichnet,
fir p + d

k] "
Wom) = {tp(n) = [Z]} + {tos (w) — [ 5]} + .-
Bestimmt man 7, aus der Ungleichung p™ < a4 nd < po+1, so ist
[—;ir] =t,r(n) = 0 fiir r > r,. Ferner ist, da das Intervall 1 <k < »
aus [5;] vollstindigen Restsystemen mod p~ und aus einem Bruchstiick
des [p1J+ 1-ten besteht, £,-(n) < [ §]+ 1; daher ist im Fall p + d
W, (n) < 7,. Dasselbe gilt aber auch im Fall p/d, da in diesem Fall

W= [p2a) - o= 5[0+ 5 [l + -
+{;“_[%o]}+§’%+}w_:}'§%

| l - 2
gfo_'_i___ <\70+_"n_' . éﬂu"‘jg"o"i‘l-

%
i
|
)
+
=2
=
s
i
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Also ist jedenfalls
PP << pro <L a + nd < (m+1)d.

Aus Hilfssatz 2 folgt, daB fiir p > Y(n + 1)d die Zahl P, (a, d) nicht
durch p* teilbar sein kann; also ist sie entweder zu p teilerfremd, oder
nur durch die erste Potenz von p teilbar. Der folgende Hilfssatz ent-
scheidet fiir » = d, wann die erste und wann die zweite Moglichkeit
eintritt.

Hilfssatz 3. Es sei n>=4d, p>V(n+1)d, pb=a, b<d.
Gehort p einem Intervall

(6)

="

a

+n
+k

<P

IA
EI

o
=
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an, so ist P, (a, d) nicht durch p teilbar; gehort aber p einem Intervall

1)d
™ eab S mm

an, so ist P, (@, d) durch p teilbar (durch p* aber nicht).
Vorbemerkungen, Ausnahmsweise darf £ = 0 sein; in diesem

Fall soll statt (6) p > £ + gelesen werden. — Das Intervall (6) braucht
nicht zu existieren, d. h. es kann ; i:j > sein. Das Intervall (7)
existiert jedenfalls wegen

n nd a-+ nd a—+(n-+1)d
(8) !cJ-l=d—|—kd<b+kd< b+ kd

Falls beide Intervalle existieren, dann iiberdecken sie sich wegen (8) teil-
weise; im gemeinsamen Teil

a-++nd a+(nt+1)d
) bFid <2< "§ikd

liegt aber keine Primzahl (ja iiberhaupt keine ganze Zahl) p mit pb = a;
denn aus (9) wiirde

a+nd << pb+kd)<<a-+t+(n+1)d
folgen, entgegen p (b1 kd) = pb=a.

Beweis des Hilfssatzes 3. Wegen p* > (n + 1)d > nist L%] - [ga]
=...=0 und fp(n) = ta(r) =... = 0; daher ist, da, wegen
p>Vnd=d, (p,d) = 1ist, Wy(n) = t,(m) — [2].

Im Falle (6) ist k£ < %, also k < [%]; ferner, da aus ¢+ zd =0
(mod p), d. h. a +2d = py

pb=a=py,

daher, wegen (p, d) = 1, y = b folgt, und da, wegen p (b + kd) > a +nd,
y << b+ kd sein soll, so ist t,(n) < k; also W,(n) = 0.

Dagegen ist im Fall (7) — < k—+1, also [p] < k; ferner ist, wegen
pb+kd) <a+(n-+ l)dundp(b—i— kd)=a, p(b+ kd) =< a + nd und,
wegen pb =>p > d > a und pb=a, pb = a + d; daher sind die Zahlen

pb, p(b+d), .... p(b+ kd)
von der Form a - 2d mit 1 = # = » und dabei durch p teilbar; also
ist t,(n) = k4 1, daher (wegen W, (n) < 1) W,(n) = L.

4. Es seien p,, py, -..» Py die zu d teilerfremden Primzahlen << d;

die Zahlen ¢, ¢,, ..., q, sollen durch die Bedingungen p;¢;=4a, q << d
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(fir I =1, 2, ..., k) bestimmt werden. Wir betrachten nun den Aus-

druck
P, (a, d)

I = S T,
w60 = p o TP 9 @ @)
[PlJ [Pa] [P.ﬁ]
Aus Hilfssatz 1 ergibt sich fiir die GréBenordnung von [7, (e, d)

unmittelbar
Hilfssatz 4. Es ist

H” (ﬂ, d) == m(l—OJn‘.—o(m,

wobei

o =o(d) = _1_:,1__!__i+.._i_l_

p’i'-d?J pi p? h
. p<d
Bewels:

s e [ e + oM

T - e [

n k(]

T s —=—+0in)

= " Py
= gll—oatom

Hieraus folgt, dab /7, (e, d) im Falle ¢ << 1 mit » iiber alle Grenzen
wichst. Unsere Methoden kénnen nur auf diesen Fall angewandt werden.
Die untenstehende Tabelle zeigt, daf diese Bedingung fiir alle Zahlen
bis 6, fiir alle geraden Zahlen bis 30 und fiir alle durch 6 teilbaren
Zahlen bis 138 = 623 erfiillt ist.

a | ) a | o (@) a | o () a | o (@
|

2 ‘ 0,000 000 15 0610689 36 |-' 0,732 364 90 i| 0,759 175
3 ’ 0,500 000 16 0,844 023 42 0,640 924 96 | 0959175
4 | 0333333 18 | 0p6os13 | 48 l\ 0,328 313 102 ‘ 0,920 561
5 || 0833333 20 |‘ 0,755 478 50 | 0,961647 108 | 0,998 439
6 | 0200000 21 | 0,979 287 54 | 0847181 114 | 0,983 832
8 0,676 190 29 | 0,364 569 60 | 0,664 130 120 | 0,816 463
9 i| 0,842,857 24 | 0,665 623 66 | 0,789 615 126 U 0,873 606
10 | 0,476 190 26 | 0922033 ?2‘ 0,909 534 132 | 0,941 062
12 0,483 766 28 | 0,856 099 78 | 0,846 309 138 ‘ 0,995 792
14 !]{ 0,701 166 30 | 0,500 105 84 Il 0,805 081 210 ‘ 0,772 844

5. Die Bedeutung des Ausdrucks /7, (e, d) fir die Primzahlen der
arithmetischen Progression a + kd liegt in seiner durch folgenden Hilfssatz
ausgedriickten Eigenschaft.

Hilfssatz 5. KEs sei » > d*; dann ist /7, (¢, d) durch keine Prim-
zahl p > V(n - 1)d teilbar, fix die nicht p = a gilt.

Vorbemerkung. Der Ausdruck /7, (a, d) braucht keine ganze
Zahl zu sein, Wir sagen, daB ein Bruch durch eine ganze Zahl m teilbar
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ist, falls sein Zihler nach Reduktion des Bruches auf kiirzeste Form
durch m teilbar ausfillt. Wir sagen ferner, dall ein Bruch genau durch
" teilbar ist, falls derselbe durch mr teilbar ist, durch s+ aber nicht.
Sind die ganzen Zahlen 4 und B genau durch m" bzw. durch m* teilbar,

so ist der Bruch % im Falle r > s genau durch m"—¢, im Falle » < s aber

nicht durch m teilbar. Best’immt man zu jeder Primzahl p den Exponent
r, so, daf der Bruch 4 7 genau durch p'? teilbar ist, so ist 4 = le’

in der Tat ist J7 p" gleich dem Zéhler des in reduzierte Form gebrachten
2

4
Bruches 5

Beweis des Hilfssatzes 5. Es sei p > ](?+m, p = a, n>d%
dann ist p > d, also (p, d) = 1. Daher ist pb =a fiir b mit b < d losbar
und es ist b =1, (b, d) = 1; also ist b durch ein p, ({ =1, 2, ..., ) teilbar.
BEs sei b = p;e; natiirlich ist ¢ < d und, wegen pyqy=a=pb = ppsc,
me=q. Wir bestimmen die Zahl % aus der Ungleichung

n "
e < —.
(k+1)?’1<p=k?’r
Dann ist p > I»%[%] Im Falle
4

i (5] 1)

e+ kd
folgt aus Hilfssatz 3 (der wegen d g i =< 1, also i%—l = d, und
_E1

pP<-

- V(lu]_n_ l)d anwendbar ist), daf P[p‘,

da P, (e, d) nach Hilfssatz 2 mnicht durch p* teilbar sein kann, so ist
11, (a, d) nicht durch p teilbar. Im Falle

KR n
W SR, LI
q_j T (1 ?’I—IT ) - sl P T nd

](q,, d) durch p teilbar ist;

P= c+kd e kd =cpt:!--kpld
ist aber wegen pqy = a, cp, = b
-+ nd 7"
brEpd ~ P <ip

so dafl nach Hilfssatz 3 schon P, (a, d) nicht durch p teilbar ist.

IL. Siitze iiber die Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen.

6. Aus Hilfssatz 1 und 3 folgt leicht eine obere Abschitzung fiir
das Produkt der Primzahlen von der Form a -+ kd unter einer gegebenen
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Grenze; diese Abschiitzung wird uns auch im folgenden gute Dienste
leisten. Diese Abschitzung wird durch den folgenden Satz ausgesprochen.

Satz 1. Es ist fir £ - oo
£
11 7= @@y
p=
p=a
Beweis. Es sei a+nd <& <<a-+ (n-+1)d; da P,(a,d) nach
Hilfssatz 3 durch die Primzahlen p=a, n < p<<a + (n + 1)d teilbar
ist und da die Primzahlen p =g, % < p=¢& wegen n < 5:"’ < %
und & << a + (n + 1)d unter jenen Primzahlen vorkommen, so ist nach
Hilfssatz 1 fiir # - o0 bzw. &£ > o

+ o

) ﬂ pgpn(a,d):m“+°m)ém% +o(EJ’

=<p=¢
r=1qa
daher ist fiir ¢ > 0, £=§,(e)
( +8}
II pr=e
§<p5¢‘
pP=ua
Hieraus folgt, falls & = &, (&) und r aus d’ = <<é&(e) = < g - bestimmt wird,
H p<m7§(1+e}
£y S
]
p=a
I p=eni®?
¢ g ’
dr-i—l{p{—:;-
daher
¢ £
H ?)g H ;UOL(F FE +dr+l)u e)g H P ch-l{1+i)
p=¢ T p=ék® T p=#H
= pP=na p=a

B o o
und das ist fiir & = & (&) kleiner als w‘—'l(l =

Aus Satz 1 folgt fiir die Anzahl = (&; a, d) der Primzahlen p = a,
p < & die Ungleichung
i 3 £
( £ Yz(;;a,d] 1%5 ( & )m‘f-,a, d)—ﬂ(mg—zfga,d)

log® £/ log? &
-§-+0(.)
= II p=lp=sad
£ =p= p=£
log2é= " —7" p=a
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also
5 ilogoc—l— o (&) -
_ ¢ d logae & £
n(& 0 d) = log? & +log$—210glog, “d Togk T ? (log E) ?

also ist, falls f > lOg %, fiir hinreichend groBe &

(10) (¢ ad) < B

7. Im Falle 0 << 1 folgt aus Hilfssatz 2, 4 und 5 als Gegenstiick
zum Satz 1 der folgende

Satz 2. Ist 0 <1, so st fir E—r e
H p>(o‘.(d)) il )

p-—a

Vorbemerkung. Hieraus folgt der folgende Spezialfall des
klassischen Dirichletschen Satzes: Ist (a,d) = 1, o(d) << 1, so gibt es
unendlich viele Primzahlen von der Form @ -+ kd. Aus der Tabelle auf
S. 478 sieht man also, daB unsere Methode den Dirichletschen Satz unter
anderen fiir alle arithmetischen Progressionen liefert, deren Differenz <Z 29
ist; nur muB man die Methode im Fall d = 7, 11, 13, 256 und 27 auf
2d, im Fall d = 17,19 und 23 auf 6d statt d anwenden.

Beweis des Satzes2.  Aus Hilfssatz 2 und 5 (vgl. auch Vor-
bemerkung zum letzteren) folgt fiir n > d°

i1, (a, d)£ O (m+1)d 7 P
=lm+nd fnrnd=p=a+nd
p=a
é{(ﬂ-l—l)d}ﬂﬂ%-l)d ,p__ ag("} H
p=atn p=a-+nd
pP=a p=na

fiir n — oo; also, nach Hilfssatz 4,
n ?2 a(l—ﬂ)ﬂ+ﬂ('n).

p=a+nd
p=n
Wird hier n zu gegebenem & aus der Ungleichung a-}-nd < & <
a + (n+ 1)d bestimmt, so folgt hieraus fiir & -~ oo

f—a 1—
7o 2 L0 (S50—1)+ 00 _a e
p=:
p=u
Aus Satz 2 folgt
c+nm

f‘ltﬁ 0‘4}> Hzp} .
p=¢
r=a
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also

nE; a d)=1"%loga E+O(§)’

log
also folgt, falls y < 1%? log @, fiir hinreichend grofe & das folgende

Gegenstiick zu (10):
a¢; a,d)y =y 1%.
8. Kombiniert man die heiden Sitze 1 und 2, so ergibt sich
Satz 3. Ist o <1, A>a'!—ii——1 1—-_1_—;, so gibt es fir hinreichend

grofe & wenigstens eine Primzahl p=a im Intervall § << p < A&
Beweis. Nach Satz 1 und 2 ist fiir hinreichend grofle &
LY i} P8
I p < a1 té}<a % oif}é Vi
p=§ p=2E
P=n p=nu

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist der folgende

Satz 4. Ist 0 < )fd" 21) - % = ﬂci'l_—'lj’ so gibt es fir hinreichend
grofe £ wenigstens eine Primzahl von der Form a -} kd im Intervall
Ep=<2&

Beweis. Dann ist nimlich ¢ < -;— <Z 1 und d;il ﬁ < 2, so daB
. = 2 gewihlt werden kann.

Als Spezialfille erwihnen wir d = 6 und d = 12; im ersten Fall ist
g = é, L E, im zweiten Fall aber ¢ = 0,433766 und dies ist

5'2@—1) B

d—2 5
kleiner als Sd—1) = 11
zwischen & und 2& wenigstens je eine Primzahl von der Form 6% 41,
6k--5, 12k+1, 12k -5, 125k 4+ 7 und 12% 4 11, also auch von der
Form 4%+ 1 und 4% + 3.

Fiir den Fall d = 6 ergibt ibrigens Satz 3 die schérfere Tatsache,
daB es fiir 2> 1,6 und fiir hinreichend grofle £ wenigstens je eine Prim-
zahl von der Form 6%+ 1 und 6% -+5 im Intervall & << p << A& gibt.

9. Satz 4 laBt sich wie folgt verschirfen:
1 d 242 —3d—1 ;
Satz 5. Ist 0 <5 —@-DEITFD = d—hEd=iy *° qgibt
es fiir hinreichend grofe & zwischen & (exkl) wnd 2% (inkl) wenigstens
eine Primzahl von der Form a - kd.
Beweis. Betrachten wir den Ausdruck
m,, (a.d)
(pn (a') d) = '?“-(E’_d)'s

= 0,454 545. Also gibt es fiir hinreichend grofle £
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wegen Hilfssatz 1 und 4 ist fir n - oo

(11) D, (e, d) — git—20 7 1+ aln),

Fiir » > d* ist @,(a,d) nach Hilfssatz 5 durch keine Primzahl p =aq
mit p = V(2n +1)d teilbar. Die Primzahlen p=a mt n<p<
a-+(n-+1)d und p > V(2n +1)d > ¥(n -~ 1)d teilen nach Hilfssatz 3
den Nenner P, (a, d), also den Ausdruck &, (e, d) nicht; die Primzahlen

a]+, 2;; <p=mn, p=>V(2n+ 1)d teilen nach demselben Hilfs-

satz nicht einmal den Ausdruck 77,, (e, d). Also ist nach Hilfssatz 2
und Satz 1 fiir » - oo

P = o mit

Do, d) < [ (2n+1)d Vi p
= Yo 2 e -+ =p==—a-+2und
p=len-1d 3 _ﬂ'. 2nd a+n+1d=p a
Jizet+nd<p g =g
pP=a
< {2n )d}ksn-nd 17
—at2nd atrTDd=p=a-+2nd
P=T7%3%a P=a
r=u
at+2nd 1
& gitrd g TR
- a+m+Dd==p=<a43nd
pP=na
2l
—— —n+ o
— ppld— 2
— gld—1n2d+1) H s
a+nt+ld=p=a+aand
=
woraus wegen (11)
2d
p}a(x—ﬂn—m n + o(n)
at+m+Dd=p=—a-+and
p=aua

folgt. Der Koeffizient von n im Exponenten ist nach Voraussetzung
positiv; daher ist das Produkt linker Hand fiir hinreichend groBle » nicht
leer. Also gibt es fiir hinreichend groBes # eine Primzahl p =a im
Intervall @ + (n + 1)d << p << @ + 2nd. Diese Primzahl liegt aber, falls
man # zu gegebenem, hinreichend groBlem & aus der Ungleichung @ - nd
<&<<a--(n-+1)d bestimmt, wegen o+ 2nd < 2qa 4 2nd <2¢ im
Intervall & < p << 2&.
Satz 5 erlaubt eine unmittelbare Behandlung des Falles d = 2 und

d = 4 (ohne Umweg iiber d = 12); in der Tat ist fir d = 2

1 d 1 2

T @-nEi-n -z 5 - 1w 0=°
und fiir d = 4 ist

(o=

4

d _
9T 27

s 5l
T E=—hEdZD = g h

2%
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Der Fall d = 10 ist durch Satz 5 wegen
i d 1 10 169 10
DG T m T s san—"
noch nicht erledigt.

10. Falls 1+ 2d keine Primzahl ist, so 148t sich Satz 5 noch weiter
verschirfen. In der Tat ist dann notwendig d > 3, also 1 4+ 2d < d°,
so dal 1 - 2d durch eine der Primzahlen p,, p,, ..., p, teilbar ist Fiir
diesen Fall gilt aber der

Satz 6. Ist, fiireinl=1,2,..., 4 pf1+2d und a<%~—-— 1

P {d—1)’
so gibt es fiir hinreichend grofe & zwischen & (exkl.) wnd 2 ¢& (inkl)
wenigstens etne Primzahl p = a.

Beweis. Es sei 14 2d = pb; wegen 3d > 1+ 2d = pb =3%
st b < d; wegen abp,=a=p;q; ist y=ab. Daher ist @,(a,d) fiir

n>d>d, p > Y@n+ 1)d > }/ (l ]+1)d wegen Hilfssatz 3 durch keine

at (5] +1)e

Primzahl p = a mit [?f] P teilbar; und hier ist
1
2n 2n
G 4-{|— 1)d h4+——4d
ET([?J+ ) Ty, _nnt2rd_ oy 2ad
b = by, = 1-24°

Nach den Uberlegungen beim Beweia des Satzes 5 ist also D, (a, d) durch
keine Primzahl p=a¢ mit p > =, p > V(@2n+1)d teilbar. Wegen

Hilfssatz 2 und Satz 1 ist also fur n— oo
D,(a,d) < i {(2n4-1)d} 7

p=VEn+1d Von+nd<p=""

2n  atintNd=p=a+2nd
n

P=a
p=a
N
g apt(d—-ll e ﬂ p.
a+m+Dd=p=a+ind
r=aua
Hieraus und aus (11) folgt wegen 1 — 20> A -, dall das letzte
B pid—1)

Produkt nicht leer ist; hieraus folgt aber die Behauptung in gleicher
Weise, wie beim Satz 5.
Im Fall ¢ = 10 ist 14 2d = 21, also kann man p, = T wihlen
(natiirlich ist es zweckmiBig, 7, még]ichst ﬂroﬁ zu wihlen); in diesem
1 1

. 1 .
Falle ist = —— + - L _ 1 _ 61 — F
alle is BT & 0 ik > ¢ (10). Also gibt es
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fiir hinreichend grofie & im Intervall & << p << 2 £ stets wenigstens je eine
Primzahl von der Form 10k -1, 102+ 3, 105+ 7 und 10k + 9.
Analog kann man Satz 5 im Fall verschirfen, falls 1 1 d keine
Primzahl ist. Eine weitere Verschirfungsmoglichkeit liegt im Fall p,/1 4+ 2d
in der Tatsache, daB nach Hilfssatz 8 die Primzahlen p = @ mit
L Sl <p< %ﬁ, p > Y(2n+ 1)d den Ausdruck @, (a,d) wiederum
b+ md T om
nicht teilen; durch weitere Voraussetzungen kann man das Intervall, dessen
Primzahlen p = o diesen Ausdruck nicht teilen, noch weiter ausdehnen.
Man sieht aber unmittelbar ein, daB in dieser Weise nur solche Sitze
entstehen konnen, die nur im Fall 0 << } anwendbar sind, in der Tat
konvergiert im Fall o > % der Ausdruck @, (a, d) gegen Null fiir n > oo.
In einer spiteren Publikation beabsichtigen wir eine wesentliche Ver-
schirfung der hier angewandten Methode zu entwickeln, die sich auch
in gewissen Fillen, wo o(d) > } ist (z. B. fiir d = 8) anwenden laBt.

IMI. Uber die numerische Bestimmung der Schranken.

11. Es ist leicht zu sehen, daB sich alle im Vorangehenden vor-
gekommenen o-Abschitzungen durch explizite Ungleichungen ersetzen
lassen; zu diesem Zweck wendet man statt Hilfssatz 1 die expliziten
Ungleichungen (5) an. Also sind die Schranken, von welchen an unsere
Sitze gelten, prinzipiell in jedem Fall leicht zu ermitteln.

Inshesondere ergibt deEr Beweis des Satzes 1 eine explizite obere
Schranke von der Form -1 °® fiir das Produkt IT p. Nur ist aber

pE=£

P=a
diese Schranke fiir numerische Berechnungen nicht sehr geeignet, da sie
zu grofl ist; daher werden wir die folgende ,numerische’ Form des
Satzes 1 anwenden :
Satz 7. Bs ist fir £ =1

(12) J p=diE@d) .
P=a
Beweis. Wir betrachten den Ausdruck (4), welcher, wie wir gesehen
haben, eine ganze Zahl reprisentiert. Wegen

n—1

n ___I =1
P, (a,d) < [T p*—* ~ IT kd = d"(ﬂ 'P"““)
pld

n! k=1 pid
und wegen der Tatsache, dafl Pj(a, d) durch alle Primzahlen p = a mit
n < p <o -+ nd teilbar ist, gilt die Ungleichung
H P g dn dn—1

n<p<ia-+t nd
n=n
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mit
1

§=0(d) = 5 «(d) = T p7.
L

Ersetzt man hier n der Reihe nach durch », = 1%}, fny = {% s

n, = {f; = 1, wobei d" ! <Zn = d" und |#| die kleinste ganze Zahl
= 7 bezeichnt, so erhdlt man durch Multiplikation der so entstehenden
Ungleichungen und Beriicksichtigung der Beziehungen

T

n
- = - —
d"+1d 14+ = > n,

e+, d =14 n,d =1+ F
(k=0,1,2,..,7; 0, = n)
die Ungleichung

H P < drrmprugt oot frrngbag b wp—r—1,

p<a+nd
r=a
Wegen
S 2.1 L
nJ,—nl-+-n3~j—,..+n,§n-{—n—td——‘rﬁ-{_@-———{—...—l- Mot <l
oy d d* d”
1 1 1
=m-ND(1+—+—+. . +=)V+(r+1
(=1 (1+-+ ) +He+1)
(n—1)d
d_l——r+1
ist also
(n—1yd n—1)d
p<dd-1 grt1g a1
p<atmnd
p=n

(n— 1) ek (v_a—l!d'
= @ 01 gr—tflar gy 03 g TR

Es sel nun & == a und » aus der Ungleichung e + (n — 1)d < & << a + nd
bestimmt ; dann ist um so mehr (n — 1)d < &, also

Ig p=dé oc‘?i—‘,
=y
dies gilt aber offenbar auch fir 1 < & <Za.

Fiir spezielle numerische Werte von d (insbesondere fiir d = 2, 4, 6)
kénnte man Satz 7 leicht noch verschirfen, so daB an der linken Seite
der Ungleichung (12) auch der Faktor & fiir hinreichend groBe & nicht
mehr auftritt; fiir unsere Zwecke wird jedoch Satz 7 scharf gemug sein.

12. Bei Bestimmung der Schranke &; fiir &, von welcher ab es zwischen
£ und 2 ¢ wenigstens eine Primzahl p = a gibt, empfiehlt es sich, auch
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in den durch Satz 4 erledigten Fillen das beim Beweise der Sitze 5 und 6
angewandte Verfahren heranzuziehen und das Intervall, welches keine
Primzahl p = a enthilt, die den Ausdruck @, (e, d) teilt, moglichst weit
auszudehnen,

Die Methode zur Bestimmung der Schranken werden wir fiir die Fille
d = 6 und d = 4 darlegen. Es kommt fiir uns nicht darauf an, die Schranken
soweit wie moglich herabzusetzen; eine weitere Verminderung dieser
Schranken kénnte man einerseits durch vorsichtigere Abschiétzung, anderer-
seits durch Anwendung der zu Ende von 11. erwihnten Verschiarfungen
des Satzes 7 und endlich durch Anwendung einer ebenso scharfen
Abschitzung des Beitrages von kleinen Primzahlen (d. h. von Primzahlen
p < V6(2n—+1) bzw. p < V4(2n+1)) zu den Ausdriicken @, (a, d)
erzielen, wie etwa die durch Satz T gelieferte Abschéitzung.

13. In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall d 6, d. h. den

Fall der Primzahlen von der Form 6%k - 1 und 6% -+5. " soll Prim-
zahlen von der Form 6% + 1, p" aber Primzahlen von der Form 6% -+ 5
bezeichnen; es sei zur Abkiirzung P, = P, (1, 6), P, = P, (5, 6) und
; Py, . Py
W= g B
%) %]

gesetzt. (Diese Abkiirzungen gelten nur in diesem Abschnitt 13.) Dann
ist nach der Ungleichung (5)

QD’,;. } = 3_%’(?3 + 1)t ([23?%] n 1)—10’9.“_,1_ [%ﬂ]

P,
=35+ (1) e (@ = 6-2.3% = 2233,
Fs sei » > 36; dann ist }6(2n 4 1) < V6 3n<aVn< i;
1270 1

Ist n << p’ << 6m -+ 7, so ist nach Hilfssatz 3 p'/P,; ist i~ P < n,
s0 1st nach demselben Hilfssatz p" + P,,; also ist @, durch die Prim-
zah]en = (n L) <p < bn+T ]eden:falls nicht teilbar. Analog sieht

man, daf @, durch die Primzahlen 1—3; (n+1) < 9 < 6n-+11 nicht
teilbar ist. Also ist nach Hilfssatz 2 und 5

D, < I 62n41) IT P I 7
p= Ve @n+1n p‘;f::—-m—l) 6n + 7T =p' =12a +1

fr

P -

=

P, = I _6@n+1) II p"
o=

p=Vs@ntn %(u'—,l) sn+11=p''=123n+5
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Nun ist aber
I 6@n+1) = (1204 6)*Uenss)

p=Vfsn+1

und, wegen Satz T,

I 7
' =- (n+1h
H < B4 1)at ™D < 6(n -+ 1)aw @t
P=2a+y
so dal
7 ?’ 27 n—12
6n+7=p =12n+1 "21 T 613" .},(%__])__( !_1)—1
Gnt 11“;;]’2:'_-:.’.12@‘ +5Pj .{12n_|_6)--=“"12h+6}
Wn—197 —
=10a ® (n+41)~2(2n+5)~1(12n+6)—=(Vun+a),
Ist also eines der Produkte IT 9" und I7 2’
6nt+Ti=p' =12n+1 tn+1l1=p'"'=12n+5
leer, so ist

n—97
« ® < Lnt+1P@nt5)(12n+ g)z (Nizn = 6) o= (120 4 63+ #(f12n +0) |

270 — 77 = 26n 113 _ 2241

also, falls » = 90, wegen = o5 ==

2nt1

a 8 =< (12 __:_.6)3J—'1{F]_2n+6)

d.h. wegen o = 9433 >
(13) 98n+4 (12ﬂ+6)15+5x{]"1‘2n.+8)_

Nun ist aber, fiir u > 63, a (u) < -;i — 3.%) Bs ist daher fiir 1122 + 6 > 63,
d. h. fiir n > 330, wegen 1 + 2 < 2

(120 + B)15 + sa(fznte) (12n L 6)% Vizn + 6

6 T PR

p 10 §120 - Yian +
— (Y12n+ r.-'.)1 R8s [¥ 12n 1224 6])" '
— 910 Viz [hu + 6l < 10 (2n+ 6)3

Also wiirde aus (13) folgen
2 (120 +6) < 10(12n -+ 6)3, (120 + 6)3 < 15,

was fiir n = 330 unrichtig ist. Daher gibt es fiir n > 330 eine Primzahl
p mit 6n -7 < p =< 12n -+ 1 und eine Primzahl p” mit 62 + 11 < p"

3) Man verifiziert diese Ungleichung fir 63 < ju = 69, und folgert dann
allgemein fiir y > 63 aus dem Umstande, daB von sechs konsekutiven Zahlen
> 3 hochstens zwei Primzahlen sein kénnen.




Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen. 480

= 12n + 5. Diese Primzahlen liegen im Intervall & - p << 2§, falls
n zu & aus der Ungleichung 6% +1 << & << 6n + 7 bzw. 6n + 5
< &< 6n+ 11 bestimmt wird. Dieses n fallt fiir £ = 2000 in beiden
Fillen > 330 aus; daher erhalten wir den

Satz 8. Fir £ = 2000 gibt es zwischen & (exkl.) wnd 2 & (inkl) je
etne Primzahl von der Form 6L — 1 und 6%k -+ 5.

14. In diesem Abschnitt fithren wir die Schrankenbestimmung fiir
den Fall d = 4, also fiir den Fall der Primzahlen von der Form 4# -1
und 4 # + 3 durch, p’ bzw. p” sollen Primzahlen von der Form 4 % + 1 baw,
4 k + 3 bezeichnen; es sei zur Abkiirzung P, = P, (1, 4), P, = P, (3, 4)
und

5] [

>
Hier ist = = 4-2 = 8, also nach der Ungleichung (5)

i } -+ (5] +1) rgrer = ]

=3+ 17123718 =3n+1)7 (2n 4 3)L

1%

Es sei n = 81;dannist 2¥2n + 1 < 4Vn < ﬂ' < ?—f’ Aus Hilfssatz 3

folgt, dal fir n < p' <<4m-5 p P, fir 8"”

«p gﬂ p 7LP9ns

r2n1
: §4 422 ]41]
fir ] < p <320 (wegen L e 7[[ al ) P Pl 1

5

[ 2n 1 4(n—-+1 p
%<p [ ]||wegen[ ]<?<%+)) p'{P, und endlich
fir "% 0 < o <% p'# Pl Daher ist @ fir 22 F L <y < 4n 5

8n 3 it

nicht durch p’ teilbar; analog sieht man ein, dal @, fir 7 =P

< 4n -+ 7 nicht durch " teilbar ist. Daher ist nach Hilfssatz 2 und 5
]edenfalls

@, < yis 4(2n+41) 17 P I 7,
p=Vle@n+1) P rint 1) an+s==p =g8n+1

o, = I 42et 1) i P’ 7 P
p==Vi(z2a+n ;)"*:_:—T_.L—sf?-(n+1) dn+T=p'=8an+3

Hier ist aber
H 4(2%—!—1) = (8n+4)ﬂ“"8ﬂ+;}

p=lien+1
Mathematische Zeitschrift. 39. 32
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und, wegen Satz 7,

p 8n+ 25

<Bwrpare cmine T,

'HT
also
7 P 95— 25
pnds=pr=entl > 9 0 (n+1)-22n+3)"1(Bat )i,

L —
sntT=p"'=8n+s8
Ist also das eine oder das andere der Produkte I p’ und
. in+s=p =8n+1
7 p” leer, so ist

¢nt+7T=p'=8n+3
¢n—25

2 7 < x(nt1) (2n+3) (8a 42 (FnF)

= (n+ 1)’( n+1) Bn4 4y FrTD < (0 41)° B+ 4)7 (Fr D)

< @n+172(8n+ 47 (nta) = 2-0(8n 4 4p+a(sn+1)
d. h.
@n + 77
(14) 2 1 (8n+4)3+rz{}"au+4) :
gn
wegen n = 4 gilt also 217 < (9n)?+ = (Yan),
Nun ist aber filr g > 63 7 (u) < %— 3, daher ist fiir 3 Yn > 63,
in
n > 441, 217 < (9n) W,
Nun folgt aus 2* > 2+ 2z (fir = > 3)

b = ol > 2 4 2017 > 21n,

6—
2V > 64n > 9, (wenn n > 729),
an 2

d. h. 917 < 2 also 9n < 102n=§

dies ist aber offenbar unrichtig fiir alle n > (102) , also a fortiori fiir
n > 1460.

Fiir n > 1460 gibt es also je eine Primzahl p" und p"” mit
dn+H<p <8n+1, 4n4+7=<9p" <8n+3.

Falls man »n zu gegebenem & aus der Ungleichung 4n+ 1 <& <"4n 45
bzw. 4n 43 < & < 4n+ 7 bestimmt, so gehdren diese p’ und p” dem
Intervall £ << p < 2 £ an; fir £ = 6000 gilt dann in beiden Fillen
n > 1460.
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Also haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 9. Fir £ = 6000 gibt es wvm Intervall £ < p < 2 & je ecine
Primzahl von der Form 4k 4+ 1 und 4% - 3.

15. Mit Hilfe der Primzahltabellen bestimmt man nun leicht die
genauen unteren CGrenzen von £, von welchen ab zwischen & (exkl) und
2 & (inkl.) Primzahlen von den betrachteten Formen existieren. Man findet,
daBl das Intervall £ <Zp =< 2 £ fiir £ = 3,5 eine Primzahl von der Form
6k 4+ 1, fir £ = 5,6 eine Primzahl von der Form 6% 5, fir & = 65
eine Primzahl von der Form 4%+ 1 und endlich fiir & == 3,5 ecine
Primzahl von der Form 4% -+ 3 enthidlt. Aus der letzten Tatsache folgt
auf Grund eines bekannten Satzes der elementaren Zahlentheorie, daB 1!,
2! und 6! die einzigen Faktoriellen sind, die sich in die Summe zweier
(Quadratzahlen zerlegen lassen.

Zum Schlul} sei es mir erlaubt, dem Herrn Privatdozenten Dr. L. Kalmér
(Szeged), der durch seine wertvolle Hilfe das Trscheinen dieser Arbeit
ermoglichte, meinen innigsten Dank auszusprechen.

Zusatz, hinzugefiigt am 30. August 1934

Nach Eingang des Manuskriptes vorliegender Arbeit bei der Redaltion
sind die beiden interessanten Arbeiten des Herrn Giovanni Ricci [Sul
teorema di Dirichlet relativo alla progressione aritmetica, Bolletino della
Unione Matematica Italiane 12 (1933), S, 304—309 und Sui teoremi di
Dirichlet e di Bertrand - Tchebychef relativi alla progressione aritmetica,
ebenda 13 (1934), 8.1 —11] erschienen, in denen verwandte Resultate wie
in dieser Arbeit sehr elegant erreicht worden sind. Auch die Methode
des Herrn Ricci weist Ahnlichkeiten mit der in dieser Arbeit benutzten
auf, erfordert aber genauere Kenntnisse iiber die Verteilung der Prim-
zahlen.

{Eingegangen am 11. September 1932.)
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