
l%er die Primzahlen gewisser arithmetischer R&en. 
Von 

Paul Erdijs in Budapest. 

Einleitung. 

Aus dem Primzahlsatz fiir die arithmetischen Progressionen folgt ohne 
weiteres, daB jede arithmetische R&he, deren Anfangsglied und Differenz 
teilerfremd sind, Primzahlen zwischen 6 und 2 6 enthglt, sofern l eine (von 
der arithmetischen Progession abhHngige) Schranke iibersteigt. nber diese 
Schranke erfBhrt man a.ber aus dem Primzahlsatz nichts Xheres. Natiirlich 
kann man den Reweis des Primzahlsatzes (es wird immer der Primzahlsatz 
ftir die arithmetischen Reihen gemeint) so verschlrfen, da13 man einen 
expliziten Auqdruck fiir die fragliche Schranke gewinnt; die dazu erforder- 
lichen Berechnungen (es handelt sich urn Ersetzung von O-Abschgtzungen 
durch explizite Ungleichungen) sind aber recht kompliziert und wiirden 
eine sehr grol3e Schrankc ergeben. Fiir die Progressionen 3 n + I J 3 in + 2, 
4% + 1, 4 ti + 3 hat Herr Breusch’) die fraglichen Schranken durch 
funktionentheoretische Methoden bestimmt lmd dabei, urn miiglichst kleine 
Schranken zu bekommen, genaue zahlenmBBige Angaben iiber Anzahl und 
Lage der ersten Pu’ullstellen der zugehcrigen L-Funktionen benutzt. Sein 
Ergebnis lautet : ffir E > 10” liegen zwischen 6 und 2 6 stets Primzahlen 
einer jeden der vier oben erwiihnten Progressionen ; mit Hilfe der Primzahl- 
tabellen hat er alsdann die Schranke lo6 auf 7 vermindert. 

Da es sich urn elementare &tze handelt, so erscheint es wiinschens- 
wert, die tiefen Hilfsmittel des Herrn Breusch durch elementare ner- 
Iegungen (etwa vom gleichen Charakter wie diejenigen, die in der Tscheby- 
schefschen Primzahltheorie zur Anwend.ung gelangen) zu ersetzen. Nun 
l%Bt sich die Methode, dureh die ich den Tschebyschefschen Satz, laut 
dessen es zwischen E und 2 t stets wenigstens eine Primzahl gibt, bewiesen 
habe’), auf den Fall der obenerwghnten arithmetischen Reihen iibertragen. 
Durch dieselbe Methode lassen sich SHtze Bhnlicher Art such fiir andere 
arithmetische Reihen beweisen; statt t und 2 l ergeben sich t,eilweise noch 
engere, Oeilweise aber weitere Grenzen. 

1) Robert Breusch, Zur Perallgemeinerung des Bertrandschen Postulates, da13 
zwischen z und 2 2 stets Primzahlen liegen, Math. Zeitschr. 31 (1932), S. 505--X%. 

2) P. Erdiis, Beweis eines Satzes von Tschebyschef, Acta Litt. ac Went. 
Regiae Univ. Hungaricae Francisco Josephinae .i (1930--1932), S. 194-198. 
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Der Hauptgedanke der Methode besteht darin, da13 wir einen ,4us- 
druck konstruieren, der durch alle Primzahlen, die der fraglichen Pro- 
gression und dem betreffenden Interval1 angehoren, teilbar ist’, von den 
iibrigen Primzahlen hingegen durch miiglichst wenige. Eine bbschatzung 
dieses Ausdruckes fiihrt dann zum gewiinschten Satz. 

Im Teil I werden wir die notigen Hilfssatze tiber solche Ausdriicke 
beweisen; im Teil II werden wir dieselben auf die Primza.hlen ge- 
wisser arithmetischer Rcihen anwenden. Urn das Wesentliche der Method? 
klarer hervortreten zu lassen und urn Wiederholungen zu vermeiden, 
werden wir die sich ergebenden Mze such dann allgemein formulieren, 
wenn ihre Voraussetzungen nur ftir einige Progressionen erfiillt werden. 
Im Teil III werden wir an dem Beispiel der arithmetischen Reihen 
6 % + 1, 6 ?a + 5, 4rz + 1, 4 +a + 3 zeigen, wie man die dabei auftretenden 
Schranken numerisch bestimmen kann. (Diese Progressionen sind im 
wesentlichen dieselben, wie bei Breusch; in der Tat sind die Primzahlen 
von der Form 3 n + 1 dieselben, wie die von der Form 6 n + 1; und die 
Primzahlen von der Form 3% + 2, aul3er 2, dieselben, wie die von der 
Form 6 n. + 6.) Die erhaltenen Schranken liegen in diesen Fallen iibrigens 
tief unter 10”. 

Das dnfangsglied und die Differenz der arithmetischen Progression, 
urn die es sich handelt, bezeichnen wir dauernd mit a bzw. cl. oberhaupt 
sollen lateinische Buchstaben stets positive ganze Zahlen, der Buchstabe p 
(mit beliebigen Indizes) eine Primzahl, griechische Buchstaben stets posi- 
tive Zahlen bedeuten; eine einzige Ausnahme bildet Hilfssatz 3, wobei k 
such Null sein kann. ES wird stem a < d, d 2 2 und (a, a) = 1 
vorausgesetzt ; eine Kongruenz, deren Modul nicht angegeben ist, sol1 stets 
module d gelten. 

I. Hilfssltze. 
1. Die in der Einleitung erwiihnten Ausdriicke werden mit Hilfe von 

Ausdrticken von der Form 

&*I IF (a- kd) 

(1) P, ca, a) = P/d I; = 1 
R! 

aufgebaut; wir werden zunachst einige HilfssLtze iiber diese Ausdriicke 
P, (CC, d) beweisen. 

Vor allem zeigen wir, da13 P, (a, d) (unter der vorausgesetzten Be- 
dingung (a, d) = 1) eine ganze Zahl ist. Es sei 21 eine beliebige Primzahl; 
der Zahler bzw. der Nenner von (1) sei genau durch die U, (n)-te bzw. 
V, (n)-te Potenz von p teilbar; es ist zu zeigen, da13 U,(N) 2 I’D (n). 
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Bekanntlich ist 

also, da Y’9 @) eine ganze Zahl ist, V,(n) 5 I-,fl], wodurch unsere Be- 

hauptung fiir p/d bewiesen ist. 1st aber p f d, so ist U, (rz) 0ffenba.r 
gleich der Anzahl der durch p teilbaren Faktoren des zweiten Produktes 
im Zahler von (1) plus Anzahl der durch p” teilbaren Faktoren desselben 
Prod&es plus usw.; nun hat aber die Kongruenz 

(3) a+kd-O (modpr) 

im fraglichen Interval1 1 2 k 5 n wenigstens [s 

jenes Interval1 so vie1 vollstBndige Restsysteme mod 
such in diesem Fall 

3 Liisungen in k, da 

p’ enthglt; also ist 

&tit Riicksicht auf spatere Anwendungen bemerken wir, da13 der 
Busdruck 

(4) 

n J:I,r’, (CL + (k- 1) d) 

P:, (a, d) = p’a ” 12! 

ebenfalls ganz ist. In der Tat gilt in (2) stets das Ungleichheitszeichen, 
da gewiB verschwindende Glieder durch nichtverschwindende ersetzt wurden. 
Daher ist 

(P - 1) VI? (4 -=c fi; (p--1)v7,(1z)~n--; Fc;,(fi)~ CS], 

so da13 die Primzahlen p d im Ziihler von (4) auf wenigstens so hoher 
Potenz enthalten sind, wie im Nenner. Fur die Primzahlen p f d gilt 
aber dieselbe Betrachtung wie friiher, da der Umstand, da13 fiir die 
LGsungen der Kongruenz (3) statt 1 5 k < n, das Interval1 0 r k 2 n - 1 - 
in Frage kommt, nichts andert. 

2. Uber die Grol3enordnung von P, (it, d) unterrichtet der 

Hilfssatz 1. Es ist 
P, (a, d) = rx”-o(~), 

wobei 

cc = ix(d) = d npp”. 
p:d 

Beweis. Wegen 

und 

n ~3-2~ n ( n 
p-1 ~-- L 1 

~ - 
p-l = p-l =p-1 

kdga+kag(k+ 1)d - - 
31* 
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gilt 

(5) 
p-2 -I_ 

( II p P-l Id 17 pp- 
Pld p/d 

und hier sind beide Schranken von der Form ct’l+ 0 W. 
3. Betreffend der zahlentheoretischen Struktur van P, (a, d) bemeisen 

wir zwei Hilfsslitze; der erste liefert eine grobe Abschatzung des Bei- 
trages einer beliebigen Primzahl zu P, (a, d); der zweite gibt ftir die 
gr613eren Primzahlen iiber feinere Einzelheiten Rechnung. 

Hilfssatz 2. Es sei p ‘P A (n) die hochste Potenz van p, die die Zahl 
P, (a, d) teilt. Datm ist 

prs((n) (= (n + 1) d. 

Beweis. Es ist W,(n) = U,(n) - V,(n); also, falls tpr(n) die Anzahl 
der Lasungen der Kongruenz (3) im Intervall 1 5 7c s n bezeichnet, - 
fiirp+d 

Bestimmt man rO aus der Ungleichung pro s a + 12 d < pro + 1, so ist 
11. 

11 2 
‘r: tgT(n) = 0 fiir r > TO. Ferner ist, da das Interval1 1 (= k 5 w 

aus TY c 1 ipT 
vollst%ndigen Restsystemen mod pr und aus einem Bruchstiick 

des [c] + l-ten besteht, t,?(n) 5 [s] + 1; daher ist im Fall p + d 

W,(n) 5 To* Dasselbe gilt aber such im Fall p/d, da in diesem Fall 

W,(n) = [p&] - V,(n) S 1% - [;I) $ (s - [$.]I + . . . 

+ (5 - [&]] + g% + $T + ‘. * 

s PO + pg & <~~,+$&$J ir,+&r,+l. 

Also ist jedenfalls 
pwp(fl)s pro 5 a +nd i (n+ 1)d. 

Aus Hilfssatz 2 folgt, daB fur p > f(n + 1) d die Zahl P, (a, d) nicht 
durch p2 teilbar sein kann; also ist sie entweder zu p teilerfremd, oder 
nur dutch die erste Potenz van p teilbar. Der folgende Hilfssatz ent- 
scheidet fiir n 2 d, warm die erste und warm die zweite MSglichkeit 
eintritt. 

Hilfssatz 3. Es sei n 2 d, p > t{n + 1) d, pb = a, b < d. 
- Gehijrt p einem Intervall 

(6) 
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a.n, so ist P, (a, d) nicht durch p teilbar; gehort aber p einem Interval1 

(7) 

an, so ist P,, (a, d) durch p teilbar (durch pa aber nicht). 
Vorbemerkungen. Ausnahmsweise darf k = 0 sein; in diesem 

Fall sol1 statt (6) p > uq gelesen werden. - Das Interval1 (6) braucht 

nicht zu existieren, d. h. es kann sd > % sein. Das Interval1 (7) 

existiert jedenfalls wegen 

nd -- 
k;l= dfkd< 

a+nd 
bfkd 

<a+(n+w 
b+kd ’ 

Falls b&de Intervalle existieren, dann iiberdecken sie sich 
weise; im gemeinsamen Teil 

wegen (8) teil- 

liegt aber keine Primzahl (ja iiberhaupt keine ganze Zahl) p mit pb = a; 
denn aus (9) wiirde 

a+nd<p(b-!-kd)<a+@+l)d 

folgen, entgegen p (b + k d) z p b s a. 

Beweis des Hilfssatzes 3. Wegenp” > (n + 1) d > nist [s] = [$] 

. . . = 0 und tp2 (n) = $3 (n) = ‘ . . = 0; daher ist , da, wegen 
- 

,> flzd 2 a, (p, d) = 1 ist, W,(n) = fr (12) - [+I. 

Im Falle (6) ist k 5 %, also k 5 [+I; ferner, da aus a + xd s 0 

(mod p), d. h. a +zd = py 

pbza-py, 

daher, wegen (p, d) = 1, y I b folgt, und da, wegen p (b + kd) > a + nd, 

y<b+kd sein ~011, so ist tP(12)(k; also W,(n) = 0. - 

Dagegen ist im Fall (7) % < k + 1, also [$I s k; ferner ist, wegen 

p(b+kd) <a+(n+l)dundp(b+kd)-a, p(b+X;d)~u+~dund, 
wegenpb>p)d>aundpb=a, pbza+d; dahersinddiezahlen - 

pb, p(b+4, ..s, p(b+W 
von der Form a -/- xd mit 1 5 x < 12 und dabei durch p teilbar ; also 
ist tp (12) 2 k + 1, daher (wegen ~ZYS) 5 1) mC, (N) = 1. 

4. Es seien pl, p,, . . ., ph die zu d teilerfremden Primzahlen < d; 
die Zahlen ql, q2, . . ., qa sollen durch die Bedingungen pz p1 s a, q1 < d 
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(fiir I = 1, 2, . . .) h) bestimmt werden. Wir betrachten nun den Aus- 

Aus Hilfssatz 1 ergibt sich fiir die GrbSenordnung van I7, (a, d) 
unmittelbar 

Hilfssatz 4. Es ist, 

fl,(u, d) = &-@ntoW), 
wobei 

cw(d)=p/+;+...+-5 

;-z 
1 ph 

Beweis: 

n, (cc, d) = cx 
+J-[;I-...-[&I +ocn, 

n 72 n------... 
=a PI P2 

- ; + 0 (n1 

= &--o)nt o(n)* 

Hieraus folgt, da13 II, (a, d) im Falle CI < 1 mit n fiber alle Grenzen 
wachst. Unsere Nethoden kijnnen nur auf diesen Fall angewandt werden. 
Die untenstehende Tabelle zeigt, da13 diese Bedingung fur alle Zahlen 
bis 6, fiir alle geraden Zahlen bis 30 und fiir alle durch 6 teilbaren 
Zahlen bis 138 = 6 I 23 erfiillt ist. 

~ 

8 ' 

1 

0,676190 42 0,864569 60 c(664130 120 

1 

0:816 463 

9 0,842,%7 24 0,665 623 66 0,789 615 126 0,873 606 

lo 0,476190 26 0,922033 i2 
I, 

0,909 534 132 0,941062 
12 1 0,433 766 28 0,856099 78 0,846 309 138 0,995 792 

14 0,iOl 166 30 1 0,300105 84 0,805 081 210 

II 

0,7i2 844 

5. Die Bedeutung des Ausdrucks II, (a, d) fur die Primzahlen der 
arithmetischen Progression a + kd liegt in seintr durch folgenden Hilfssatz 
ausgedriickten Eigenschaft. 

Hilf ssa t z 5. Es sei ,S > d2; dann ist 17, (n, d) durch keine Prim- 

zahl p > t(n + l)d teilbar, fiir die nicht p _= a gilt. 
Vorbemerkung. Der Ausdruck II,, (a, d) braucht keine ganze 

Zahl zu sein. Wir sagen, daB ein Bruch durch eine ganze Zahl nt teilbar 
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ist, falls sein Zahler nach Red&ion des Bruches auf kiirzeste Form 
durch m teilbar ausfallt. Wir sagen ferner, da13 ein Bruch genau durch 
rnr teilbar ist, falls derselbe durch WL~ teilbar ist, durch my+ 1 aber nicht. 
Sind die ganzen Zahlen A und B genau durch my bzw. durch m’ teilbar, 

so ist der Bruch -$ im Falle T > s genau durch W-S, im FalIe r 5 s aber 

nicht durch m teilbar. Best.immt man zu jeder Primzahl p den Exponent 

rp so, da13 der Bruch $ genau durch p’1~ teilbar ist, so ist $ 2 17~“; 
P 

in der Tat ist 17~‘~ gleich dem Zahler des in reduzierte Form gebrachten 

Bruches $. 
P 

Beweis des Hilfssatzes 6. Es sei p > 1 (a +- 1) d, p + a, TS > d’; 
dann ist p > d, also (p, d) = 1. Daher ist pb = a fiir b mit b < d I&bar 
und esistb+l, (6,d)=l; also ist b durch ein pE (I = 1, 2, . . ., h) teilbar. 
Es sei b = plc; natiirlich ist c < d und, wegen pE ql = a = p b = ppz c, 

PlC = PI. Wir bestimmen die Zahl k aus der UngIeichung 

Dann ist p > L& % . Tm Falle Cl 1 

folgt aus Hilfssatz 3 (der wegen d 5 % < .? , also 
R I 1 

n 2 a, und 
3 

p > I[[:] + I)d anwendbar ist) , da13 P[,] (qr, d) durch p teilbar ist; 
P1 

da P, (a, d) nach Hilfssatz 2 nicht durch pa teilbar sein kann, so ist 
LlyL (n, a) nicht durch p teilbar. Im Falle 

q7+([3++ ‘l+td pzcr,fed 
pz-- c+kd --->----= 

Cfkd cz++ kz+d 

ist aber wegen pl qE 2 a, cp, = b - 

so da13 nach Hilfssa.tz 3 schon P, (a, d) nicht durch p teilbar ist. 

II. S&e iiber die Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen. 

6. Aus Hilfssatz 1 und 3 folgt leicht eine obere Abschatzung fiir 
das Produkt der Primzahlen von der Form a + Ted unter einer gegebenen 
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Grenze; diese dbschatzung wird uns such im folgenden gute Dienste 
leisten, Diese Abschiitzung wird durch den folgenden Satz ausgesprochen. 

Satz 1. Es ist fiir .$-+ 00 

Beweis. Es sei a$nd~~<a-t(R+l)d; da P,(a,d) nach 
Hilfssatz 3 durch die Primzahlen p c a, n < p < a + (n + 1) d teilbar 

ist und da die Primzahlen p = a, $ * < p < [ wegen n ( q _ - <$ 

und t ( a -+ (IZ +- 1) ci! unter jenen Primzahlen vorkommen, so ist nach 
Hilfssatz 1 fur n + 00 bzw. t -+ 00 c 

17 PSP,(&,fJ) = &~~?o~cii +0(c), 

&m 
p=a 

daher ist fti E > 0, 6 2 to (E) - 

Hieraus folgt, falls 6 2 & (s) und r aus -& < l, (E) s d’; bestimmt wird, 

daher 

pea p?ECX 

und das ist fur [ 2 5, (E) 
Aus Satz 1 f,l,t ffir 

p 5 6 die Ungleichung 

c t$t...+dp+l (l+e) -> -L- (1 + a 5 Jjf p.cxd-1 
pS&l(d 

p=a 

L(ltze) 
kleiner als ad- 1 . 

die Anzahl z (E; a, d) der Primzahlen p = a, 

a(d;a,d)--e(&pd) 
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also 
L 

n(E; a, 4 2 & + 

Sloga+ o(5) 
logcc E 

log&2logl~= d log2 + O 
5 

i-J log E ’ 

also ist, falls /? > ‘y, fiir hinreichend groBe [ 

7. Im Falle o < 1 folgt aus Hilfssatz 2, 4 und 5 als Gegenstiick 
zum Satz 1 der folgende 

Sat2 2. Ist c7 < 1, so ist fiir E -+ 03 

p--a 

Vorbemerkung. Hieraus folgt der folgende Spezialfall des 
klassischen Dirichletschen Satzes: 1st (a, d) = 1, CT (d) < 1, so gibt es 
unendlich viele Primzahlen von der Form a + k d. Aus der Tabelle auf 
S. 478 sieht man also, daB unsere Methode den Dirichletschen Satz unter 
anderen fiir alle arithmetischen Progressionen liefert, deren Differenz < 29 
ist; nur mu13 man die Methode im Pall d = 7, 11, 13, 25 und 27 auf 
ad, im Fall d = 17, 19 und 23 auf 6 d statt d anwenden. 

Beweis des Satzes 2. Aus Hilfssatz 2 und 5 (vgl, such Vor- 
bemerkung zum letzteren) folgt fiir ?z > dZ 

Wird hier n zu gegebenem E aus der Ungleichung a -+- rzd (= 5 < 
a f (n + 1) cl bestimmt, so folgt hieraus fur 6 --f CO 

p=a 

Aus Satz 2 folgt 
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also 

P. Ed&, 

also folgt, falls y < ‘9 log u, fiir hinreichend groIje 5 das folgende 

Gegensttick zu (10) : 

n( :; a,d) 27 &. - s’ 

8. Kombiniert man die beiden SBtze 1 und 2, so ergibt sich 

Sat2 3. Ist a < 1, I > d+ Go, so gibt es fiir hirzreichend 

qrofie E wekgstens eine Primzahl p z a im Interval1 6 < p < A 5. - 
Beweis. Nach Satz 1 und 2 ist fiir hinreiehend groBe 6 

Eine ~unmit.telbare Konsequenz dieses S&es ist der folgende 

Sat z 4. Ist a < fi = $ - Z(dll)’ so gibt es fiir hinreichend 

pq% 6 wekgstens eine Primzahl eon der Form a $- kd im Interval1 

E<p(=2E. 

Beweis. Dann ist nHmlich g < i < 1 und d&I &0 < 2, so da8 

A = 2 gemah&. werden kann. 

Als .Spezialfalle erwahnen wir d = 6 und cl = 12; im ersten Fall ist. 
1 d-2 2 

a=j,2(d--1)=57 im zweiten Fall aber d = 0,433 766 und dies ist 

kleiner als $L2i) = A = 0,454 545. Also gibt es fiir hinreichend grof3e l 

zwischen E und 2 i: wenigstens je eine Primzahl v-on der Form 6 k C 1, 
6k+5, 12k+1, 12X:+5, 12Lf7 und 12k+ll, also such von der 
Form 4kf 1 und 4k+3. 

Fiir den Fall d = 6 ergibt iibrigens Satz 3 die scharfere Tatsache, 
daB es fiir 1> I.,5 und fiir hinreichend groBe t wenigstens je eine Prim- 
znhl von der Form 6 k + 1 und 6 k + 5 im Tntervall t < p < ilt gibt. 

9. Satz 4 Ia& sich wie folgt verscharfen: 

Sat2 5. Ist C<f -Cd-l)r2d+lj = 2d’-33d1 2(d- 1) (2 df 1)’ 
so gibt 

es fiir hinreichend grofle 6 zwische?a 5 (exkl.) und 2 l (i&l.) zuelzigstens 
eine Primzahl von der Form a + kd. 

Beweis. Betrachten wir den Ausdruck 
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wegen Hilfssatz 1 und 4 ist fur n -+ ~0 

(11) @, (a, d) = &-e+n f o(n). 

Fur /n > d2 ist @, (cc, d) nach Hilfssatz 5 durch keine Primzahl p + a 

mit p > v(2 n + 1) d teilbar. Die Primzahlen p G a mit rt < p < 

a+(n+l)cl undp>l~(2n+l)d>~i(n-+l)d teilen riach Hilfssatz 3 
den Nenner P, (a, d), also den Ausdruck @311 (a, a) nicht; die Primzahlen 

p g rf, mit, !!+I$$ < p ( N, p > v(2 n+ 1) d teilen nach demselben Hilfs- - 

satz nicht einmal den Ausdruck np,, (a, d). Also ist nach Hilfssatz 2 

und Satz 1 fiir n + cc 

Pd 
&-11)@dt 1) 

n t 0 (70 
zzz n PP 

a+(n+l)d~p~a++,nd 

pEZa 

woraus wegen (11) 

p=ll 

folgt. Der Eoeffizient von r& im Exponenten ist nach Voraussetzung 
positiv; daher ist das Prod& linker Hand fiir hinreichend gro3e n nicht 
leer. Also gibt es fti hmreichend groBes n eine Primzahl p s a im 
Interval1 a + (92 + 1) d < p i_ a + 2 nd. - - Diese Primzahl liegt aber, falls 
man n zu gegebenem, hinreichend groBem t aus der Ungleichung a + nd 
~&(u+(~+l)d bestimmt, wegen a+2+ad~2a+2nd~22 im 
Interval1 6 < p I 2 6. 

Satz 5 erlaubt eine unmittelbare Behandlung des Falles d = 2 und 
d = 4 (ohne Umweg iibe.r d = 12); ia der Tat ist fur cl = 2 

1 d 2 -- 
2 (d-1)(2d-j-1) = $ 5 

--= &>O=cT, 

und fiir d = 4 ist 

1 d 1 -- --- 
2 

(d-l)(2d-l)= 
2 

A 2>f=O. 
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Der Fall cl = 10 ist durch Satz 5 wegen 

1 d 1 10 169 
-- - = -F- - 2 (d-l)(Zd-1) 189 yyg<g=o. 

nach nicht erledigt. 

10. Falls 1 $- 2 d keine Primzahl ist, so liiBt sich Satz 5 noch weiter 
verschiirfen. In der Tat ist dann notwendig d > 3, also 1 + 2d < o?, 

so da13 1 + 2 d durch eine der Primzahlen p,, ppz, . . ., ph teilbar ist Fiir 

diesen Fall gilt aber der 

Satz6. 1st,fGrez’nk=1,2 ,..., /1,pliil+2dundo<~--p(dl+, 

so gibt es fiir hinreicRend gro,& 5 zwischen 6 (e&l.) ulzd 2 5’ (inkl.) 
wenigstens eine Primzahl p = a. 

Beweis. Es sei l+2d=po,b; wegen 3d>1+2d=pEbk3b 
ist b<d; wegen abp~=u=pl~~ ist q,=a6. Daher ist @,(a,d) fti 

n > d” > 4 p > lip n. -t- 1) d > v(rf] + 1)” wegen Hilfssatz 3 durch keine 

tei1ba.r; und hier ist 

Nach den ‘ijberlegungen beim Beweis des Satzes 5 ist also @‘n (a, d) durch 

keine Primzahl p z a mit p > -Ef, p > \!(2 n + 1) d teilbar. Wegen 

Hilfssatz 2 und Satz 1 ist also fiir n + 00 

Hieraus und aus (11) folgt wegen 1 - 2 o > 2- 
pz (d - 1) ’ 

daB das letzte 

Produkt nicht leer ist ; hieraus folgt aber die Behauptung in gleicher 
Weise, wie beim Satz 5. 

Im Fall cl = 10 ist 1 + 2d = 21, also kann man p, = 7 wthlen 
(natiirlich ist es zweckmrifiig, pZ mijglichst grol3 zu wiihlen) ; in diesem 

Pa& ist i - ’ 
Pl (d - 1) 

= $ - & = & > $! = CT (10). Also gibt es 
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fti hinreichend grol3e t im Interval1 E < p 5 2 5 stets wenigstens je eine 
Primzahl van der Form 101% -+ 1, 10k + 3, 10 k + 7 und 10 k + 9. 

Analog kann man Satz 5 im Fall versch%rfen, falls 1 + d keine 
Primzahl ist. Eine weitere VerschLfungsmoglichkeit liegt im Fall pt’l+ 2 d 
in der Tatsache, da13 nach Hilfssatz 3 die Primzahlen p = rr, mit 

YL + l)d den Ausdruck Qdi, (a, d) wiederum 

nicht teilen; durch weitere Voraussetzungen kann man das Intervall, dessen 
Primzahlen p = a diesen Ausdruck nicht teilen, noch weiter ausdehnen. 
Man sieht aber unmittelbar ein, da13 in dieser Reise nur solche SLtze 
entstehen bonnen, die nur im Fall c < 4 anwendbar sind, in der Tat 
konvergiert im Fall 0 > 4 der Ausdruck @a (a, d) gegen Null fur n --f a. 
In einer spateren Publikation beabsichtigen wir eine wesentliche Ver- 
seharfung der hier angewandten Methode zu entwickeln, die sich such 
in gewissen Fallen, wo a(d) > + ist (z. B. fiir d = 8) anwenden ls&. 

III. Gb’ber die numerisehe Bestimmung der Schranken. 
11. Es ist leicht zu sehen, daS sich alle im Vorangehenden vor- 

gekommenen o -AbschBtzungen durch explizite Ungleichungen ersetzen 
lassen ; zu diesem Zweck. wendet man statt Hilfssatz I die expliziten 
Ungleichungea (5) an. Also sind die Schranken, von welchen an unsere 
Satze gelten, prinzipiell in jedem Fall leicht zu ermitteln. 

Insbesondere ergibt der Beweis des Satzes 1 eine explizite obere 
L + 0 (8 

Schranke von der Form ad- 1 fti das Produkt n p. Nur ist aber 
PSt 
pE%lZ 

diese Schranke fiir numerische Berechnungen nicht sehr geeignet, da sie 
zu grad ist ; daher werden wir die folgende ,,numerische” Form des 
Satzes 1 anwenden: 

Satz 7.. Es ist ftir [ 1 1 - ‘ s 
,zc P s awd))d-1. 
p-a 

Beweis. ?Vir betrachten den Ausdruck (4); welcher, wie wir gesehen 
haben, eine ganze Zahl reprlsentiert. Wegen 

P;, (a,a) ~~gjF$ k&a = b(g $+J-l 

und wegen der Tatsache, dalj Pk (a, d) durch alle Primzahlen p E a mit 
n < p < a + nd teilbar ist, gilt die Ungleichung 

II p s G 8-1 
n<p<a+ lld 

p%Ell 
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mit 

s = 6 (a) = +- u (a) = f& $1. 

Ersetzt man hier 12 der R.eihe nach durch N, = (G), n.2 = (g), . . . , 

n, = {;I = 1, wobei cl”-’ < TL ( dT und {q) die kleinste ganze Zahl - 

2 q bezeichnt, so erhglt man durch Multiplikation der so entstehenden 
Ungleichungen und. Beriicksichtigung der Beziehungen 

a+%+,d~ li-n,+,dZ 1+ &a = 1-k; > n, 

(li = 0, 1, 2: . . ,, r; 92, = n) 

die Ungleichung 

= (n-l)(l+~+~+. .I-$j+(I+l) 

< (n--)d +r+1 
d-1 

ist also 
(II-l,d h--1)d 

f-f pgj”-ld’tl~ d-l 

p<0.i-nd 
p=ll 

(n -1) d (IL - 1) d 

=tc d-1 dr-laz< u d--l cn _ l)(Ez, 
= 

Es sei nun 6 2 a und n aus der Ungleichung a + (12 - 1) d! 15 < u + IZ d 

- bestimmt; dann ist urn so mehr (N - 1)d < E, also 

dies gilt aber offenbar such fiir 1 ( 6 < a. - 
Fiir spezielle numerische Werte von d (insbesondere fiir cl = 2, 4, 6) 

kiinnte man Satz 7 leicht noch verschkrfen, so da13 an der linken Seite 
der Ungleichung (12) such der Faktor [ fiir hinreichend grol3e l nicht 
mehr auftritt ; fiir unsere Zwecke wird jedoch Satz 7 scharf genug sein. 

12. Bei Bestimmung der Schranke {, fiir 5, von welcher ab es zwischen 
t und 2 5 wenigstens eine Primzahl p = a gibt, empfiehlt es sich, such 



Primzahlen gewisser arithmetischer Reihen. 487 

in den durch Satz 4 erledigten Fallen das beim Beweise der Satze 5 und 6 
angewandte Verfahren heranzuziehen und das Intervall, welches keine 
Primzahl p = a enthlilt, die den Ausdruck Qn (a, d) teilt, mijglichst weit 
auszudehnen. 

Die Methode zur Bestimmung der Schranken werden air tir die Fglle 
d = 6 und d = 4 darlegen. Es kommt ftir uns nicht darauf an, die Schranken 
soweit wie moglich herabzusetzen ; eine weitere Verminderung dieser 
Schranken kiinnte man einerseits durch vorsichtigere Abschatzung, anderer- 
seits durch Anwendung der zu Ende von 11. erwahnten Versch%+fungen 
des Satzes 7 und endlich durch Anwendung einer ebenso scharfen 
Abschatzung des Beitrages von kleinen Primzahlen (d. h. von Primzahlen 

p 5 I’S (2 ti + 1) bzw. p s 1’4 (2 9% + 1)) zu den Ausdriicken @a (a, d) 
erzielen, wie etwa die durch Satz 7 gelieferte Abschatzung, 

13. In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall d = 6, d. h. den 
Fall der Primzahlen von der Form 6 k + 1 und 6 k + 5. p’ sol1 Prim- 
zahlen von der Form 6 k + 1, p” aber Primzahlen von der Form 6 k $- 5 
bezeichnen: es sei ZUT Abkiirzung Pk = P, (1, 6), Pii = P, (5, 6) und 

gesetzt. (Diese Abkiirzungen gelten nur in diesem Abschnitt 13.) Dann 
ist nach der Ungleichung (5) 

gg 3-t@ + 1)-l (Y+ yatn (a = 6.2.34 = 223;). 

Es sei fi > 36; dann ist v6(2n+l) < 1/6*3n < By, < in < gn. 

1st n < p’ < 6 rz -;- 7, so ist nach Hilfssatz 3 p’:Pi ; ist w < p’ S n, 

so ist nach demselben Hilfssatz p’ f Pi, ; also ist @,l durch die Prim- 

zahlen g (12 + 1) < p’ ( 6 ti $- 7 jedenfalls nicht teilbar. Analog sieht 

man, da13 @i durch die Primzahlen g (n + 1) < p’ < 6 n +- 11 nicht 

teilbar ist. Also ist nach Hilfssatz 2 und 5 
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Nun ist aber 

17 6(2n.+ 1) = (12n+6)x(=t 
p-s)GTG. 

und, wegen Satz 7, 

27n-12 

656-13--:(nf ,)-2(;n+1)-1 

.(12n + (j--“(b~,+S) 
'7n-77 

= 10x-7 (%+I)-’ (2n+5)-’ (12n+6)-“=“+). 

1st also eines der Produkte I7 p’ rind n P” 

leer, so ist 
6n+7~mp'~12n+1 Gla+il~p”~12n t 5 

wn-71 
u 65 ~~(n$-1)~(2n+5)(12n~+)"(1:~)<(12n+6)3+"(~12~+6), 

also, falls 12 2 90, 27n-‘77 
- 

wegen 
65 

> = 26nLl3 =-, 2nfl 
65 5 

d. h. wegen u = 2’3; > 24 

(13) 28nt4 < (la%+ q'5+6?zMGa* 

Nun ist aber, fiir ,u > 63, z (PC) < f - 3.3) Es ist daher fiir \/12rt + 6 > 63, 

d. h. fiir 12 > 330, wegen 1 + x I 2Z - 
, (12n.+6)‘5;5~(V’“) < (12~+f3)~~1an+e 

( 210 Vlzn r;12n + 01 ( 210 (1% nt 6,: 

Also tide aus (E) folgen 
= 

; (1212 + 6) < 10 (12%. + S):, (12 fi f 6)5 < 15, 

wa.s fiir !?a > 330 unrichtig ist. Daher gibt es fiir n > 330 eine Primzahl 
p’mit 6n-+7~pp’(12rz+1 und einePrimzahlp”mit6n+ll~p” - 

3, Man verifiziert diese Ungleichung fiir 63 < ,L 5 69, und folgert daxm 
nllgemein fiir ,p > 63 aus dem Umstande, da13 von sechs konsekutiven Zahlen 
> 3 h&h&ens zwei Primzahlen sein kiinnen. 
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5 12 n + 5. Diese Primzahlen liegen im Interval1 t < p 5 2 5, falls 
n zu [ aus der Ungleichung 6 n + 1 i 5 < 6 n + 7 bzw. 6 n. -I- 5 
s E < 6 n + 11 bestimmt wird. Dieses n fallt fur [ 2 2000 in beiden 
Fallen > 330 aus; daher erhalten wir den 

Satz 8. Fiir 6 > 2000 gibt es zwischen E (exkl.) 
eine Primmhl van dey-Form 6 ii + 1 und 6 k $ 5. 

und 2 E (inkl.) je 

14. In diesem dbschnitt fiihren wir die Schrankenbestimmung fiir 
den Fall d = 4, also fiir den Fall der Primzahlen von der Form 4n -t 1 
und 4 YZ + 3 durch. p’ bzw. p” sollen Primzahlen von der Form 4 k + 1 bzw. 
4 k + 3 bezeichnen ; es sei zur Abkiirzung PA = P, (1, 4), PL = P, (3, 4) 
und 

Hier ist cx = 4 .2 = 8, also nach der Ungleichung (5) 

2 3 (n + 1)-l (2 n -t 3)--l@ = 3 (12 + 1)-l (2 92 + 3)-l 2n. 

Es sei 1~ 2 81; dann ist 2 )‘2 < 4 tin < y ( $. Aus Hilfssatz 3 

folgt, dnD fiir n < p’ < 4n+5 p’jP;2, fi,ir w <p’s vz p’+Pi., 

8nfl ,3+4([%-1j wegen 9m 
3 

f < p’ s [y] twegen [y] I_ y < I + “p + “1 p’ Pi und endlich 

fiir eiT-t- < p’ 5 3 p’f Pi?,. Daher iet @;, fiir w < p’< 4n+5 

nicht durch p’ teilbar ; analog sieht man ein, da0 @,y fiir !!2$? < p” 

< 4 n + 7 nicht durch p” teilbar iat. Daher ist nach Hilfssatz 2 und 5 
j edenfalls 

H er ist aber 

17 4 (2 ?a + 1) = (S Iz + 4)” (I!=) 
ps c’4 (112 + 1) 

Mathematische Z&s&rift. 39. 32 
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und, wegen Satz 7, 

P. Erdds. 

IT P’ 

i 

94-a 
rn+5~p'(sn+l 

n P’II 
2.53 1’1 3(n+1)-2(2n+3)-1(8n+4)-“(~=-t. 

4~+71p”~8?a+3 

1st also das eine oder das andere der Produkte 17 p’ und 
in+5,cp'~88tl 

n p” leer, so ist 
4?&+7jp"_(antS 

9~1-25 

2 17 5 f(n+l)’ @T&+3) (812 $4)“(1:=) 

< @n++)3(8n+4)“(\‘=--d = 2-6(8~~-~-)3+n(1/81a+4), 
d. h. 

(14) 
9 n t 77 

2 17 < (Bn + 4)3 t z(VXII ; 

9n 

wegen n 2 4 gilt also 2T < (972)3+x (vg?l). 

Nun ist aber fiir p > 63 n(p) < f - 3, daher ist fiir 3 qc > 63, 

n > 441, gg: < (9%) Vf 

Nun folgt aus 22)2+2r: (fur z>3) 

d. h. 

2 ii > 64% > 912, (wenn n > 729), 
n 

2s < 23"3, also 912 < 102 n$, 

dies ist aber offenbar unrichtig fiir alle +a > (y)‘, also a fortiori fur 

n > 1460. 
Fiir ti > 1460 gibt es also je eine Primzahl p’ und p” mit 

4?%+-5Ip’(812+1, 412+7(p”~a12+3. - - - - 
Falls man n zu gegebenem 6 aus der Ungleichung 4 n + 1 5 t < 4 n + 5 
bzw. 4n +- 3 < 5 < 4n + 7 bestimmt, so gehoren diese p’ und p” dem 
Interval1 5 <p 5 2 E an ; fiir 5 > 6000 gilt dann in beiden Fallen 

- 
- 

n > 1460. 
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Also haben wir den folgenden Satz bewiesen: 
Satz 9. Fiir l 2 6000 gibt es im Interval1 $ < p 5 2 F j, e&c? 

Primzahl 0012 aer 3’0~~ 4 k + 1 ulaa 4 ii + 3. 
15. Mit Hilfe der Primzahltabellen bestimmt man nun lejcht die 

genauen unteren Grenzen von t, von welchen ab zwischen E (exkl.) und 
2 6 (inkl.) Primzahlen van den betrachteten Formen existieren. Man findet, 
da13 das Interval1 6 < p ( 2 t fur [ 2 3,5 eine Primzahl von der Form 
6 k -j- 1, fti t 4 5,5 einCI’rimzah1 v% der Form 6 k + 5, fur 5 2 6,5 - 
eine Primzahl von der Form 4k + 1 und endlich ftir t 2 35 eine 
Primzahl von der Form 4h: + 3 enthalt. Aus der letzt’en TaGache folgt 
auf Grund eines bekannten Satzes der elementaren Zahlentheorie, da13 l!, 

2 ! und 6 ! die einzigen Faktoriellen sind, die sich in die Summe zweier 
Quadratzahlen zerlegen lassen. 

Zum SchluB sei es mir erlaubt: dem Herrn Privatdozenten Dr. L. Kalmir 
(Szeged), der durch seine mertvolle Hilfe das Erscheinen dieser Arbeit 
ermoglichte, meinen innigsten Dank auszusprechen. 

Zusatz, hinzugefiigt am 30. August 1934. 
n’ach Eingang des Manuskriptes vorliegender Arbeit bei der Redaktion 

sind die beiden interessanten Arbeiten des Herrn Giovanni Rieci [Sul 
teorema di Dirichlet relative alla progressione aritmetica, Bolletino della 

lhione Matematica Italiana 12 (1933), 5. 304-309 und Sui teoremi di 
Dirichlet e di Bertrand _ Tchebychef relativi alla progressione aritmetica, 
ebem-h 13 (1934), S. l- 111 erschienen, in denen verwandte Resultate wie 
in dieser Arbeit sehr elegant erreicht worden sind. 14uch die Nethode 
des Herrn Ricci weist dhnlichkeiten mit der in dieser Arbeit benutzten 
auf, erfordert aber genauere Kennt,nisse tiber die Verteilung der Prim- 
zahlen , 

(Eingegaogen am 11. September 1932.) 

32* 


