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Die n-te Part.ialsumme der Fourier-Reihe der geraden Funktion f(x) sei 

(1) snmd1 = a0 + al cos 79 + a2 cos 26 + . . . + areI cos (72 - 1)8. 

!a uo = ; pm rP) a, a, = ; pcos 6) cos 2.8 dt3, 

r = 1,2, . . . , n - 1. 

Das zu den Wurzeln 

(3) Xk = cos (2k - 1) & = cos Qk 

des Tschebyscheffschen Polynoms T,(s) = cos n arc cos x gehijrige Lagrangesche 
Interpolationspolynom derselben Funkt,ion hat hingegen die Form’ 

(4) = c4 + Cl cos I? 

+ cz cos 28 + . . . + L-1 cm (n - 1)s 

mit 

Ausser der formellen ubereinstimmung der Formeln (l), (2) und (4), (5) finden 
sich zwischen den Polynomen (1) und (4) verschiedene wesentliche Analogien, 
weshalb Faber* und neuestens Marczinkiewic$ das T’erhalten der Polynom- 
folgen (1) und (4) 72 = 1, 2, . I. parallel untersucht,en. Bei diesen Unter- 
suchungen gewann Faber folgenden aus dem Gesichtspunkte der Analogie 
gewissermassen negativen Satz: Es existiert eine in (0, r) kontinuierliche, 
gerade periodische Funkt,ion f(cos 3) mit der merkwiirdigen Eigenschaft, dass 

1 L. Fe;&, Abschdtzung eines Polynoms in einem Intervalle, wenn Schranken fiir 
seine Werte und ersten Ableitungsrverte in einzelnen Punkten des Intervalls gegeben sind 
und ihre Anwendung auf die Konvergenzfrage Hermitescher Interpolationsreihen. Nath. 
Zeitschrift 32 (1930) S. 426457, insb, S. 442. 

2 G. Faber, uber stetige Funktionen (zweite Abhandlung), Math. Annalen 69 (1910) 
S. 372443, insb. $9. 

3 I. Marczinkiewicz, Sur l’interpolation I, II, Studia Mathematics VI (1936) S. 1-17, 
besw . 67-81. 

257 



258 PAUL ERD6S UND G&A GRijNWALD 

ihre Fourier Reihe im Intervalle (0, 7) gleichm&ssig konvergiert, ihre Lagrange- 
Interpolationspolynome hmgegen, wenn man sie in demselben Intervalle auf 
die Tschebyscheff-Abscissen (3) bezieht, an unendlich vielen Stellen divergieren. 

In dieser Arbeit wollen wir beweisen, da33 es eine, im Intervalle (0, x) kon- 
tinuierlicke, gerade periodische Funktion j(cos 19) gibt so, dass ihre Fourier-Reihe 
im ganzen Intervalle gleichmdssig konvergiert, ihre zu den Tschebyscheffschen 
Abscissen gehtiigen Lagrange-lnterpolationspolynome hingegen in einem jeden 
Punkte des Intervalls (0, 7r) unendlich werclen. 

Wir bemerken noch, dass unsere kontinnierliche Funktion nirgends differ- 
entierbar ist, sie erfiillt sogar keine Lipschitz-Bedingung mit positivem Expo- 
nent und dennoch konvergiert ihre Fourier Reihe gleichm&ssig.4 

Wir beniitzen hier diejenige Konstruktion, durch welche einer von uns’ eine 
Funktion j(z) angegeben hat, deren Lagrange-Interpolationspolynome iiberall 
divergieren. j(x) hatte die Form 

j(x) = c; 44 ) 
ilk 

wo fiir die Polynome cpk(x) im Intervalle -1 s z s 1 die Ungleichungen 
j (pk(z) 1 =( 2 gelten, die ph hingegen Zahlen bedeuten, die mit einer durch die 
Konstruktion angegebenen Schnelligkeit ins Unendliche wachsen und fUr welche 
c? I/c(s konvergent ist. Aus dem Beweis der oben zi,itierten Arbeit ist es klar, 
dass die @k(z) nicht, unbedingt Polynome sein miissen, es wird von ihnen nur 
gefordert : 

CL , I cPk&) I s 2; P. ) 1 L[P&)] j 5 Ak n = 1, 2, . = - ,, 

wo die Ah sowohl von n als such von z unabhgngig sind; y . , (ok(x) nimmt in 
no, durch die Konstruktion angegebenen (nk ganze Zahlen, k = 1, 2, . . . ) 
Stellen, die Werte +l oder 0 an. 

Wir benijtigen folgendes 
LEMMA. Es seien im Intervalle 0 5 9 5 ?r, v + ~1 = ni Punkte 

(7) 21 , x2 , . . - ) G ; Yl , Y-2 , * * . I Y# 

gegeben. Zu einem jeden n; kann man eine Lipschitz-Bedingung erjcllende Runktion 
ji(cOs i+) angeben so, dass 

(8) fi(Yk) = 0, k = 1, 2, * . . , p, 

(9) j&k) = 1, k = 1,2, . . . , Y 
I 

W) / ji(COS 8) ( 5 1, 

(11) 1 Sm[jdcos 41 I 6 Cl , 

4 Es ist leicht zu beweisen, dass, wenn die zu den Tschebyscheffschen Abscissen gehiirigen 
Lagrangeschen Interpolationspolynome der Funktion f(r) im Punkte zo divergieren, dann 
erfiillt die Funktion f(z) im Punkte zO mit keinem positiven Exponent eine Lipschits- 
Bedingung. Also folgt die Nichtdifferenzierbarkeit einfach aus der Divergent der Inter- 
polationspolynome. 

6 G. Griinwald, iiber Divergenzerscheinungen der Lagrangeschen Interpolationspoly- 
nome stetiger Funktionen, Annals of Mathematics 37 (1936) S. 90&918. 
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wo cl (ebenso wie spder c2 , . . . ) eine absolute, also von m, ni und x unabhhngige 
Konstunte bedeutet. 

Aus diesem Lemma folgt unser Satz unmittelbar. Da die zu den Tscheby- 
scheffschen Abscissen gehbrigen Lagrange-Interpolationspolynome einer Lip- 
schitz Bedingung erfiillenden Funktion gleichm5ssig zu der Funktion konver- 
gieren6 wird fur die Funktion f;(cos S) 8. ebenso wie wegen (lo), (8) und (9) 
such a! . , und y . , erfiillt, woraus nach unseren frtiheren Bemerkungen folgt, 
dass bei entsprechender Wahl der Punkte (7) und der Zahlen pk die Lagrange: 
Interpolationspolynome der stetigen Funktion 

2 = COSlY 

iiberall divergieren. 
Anderseits wegen 

&[f(x)] = smpy + S,[Cp,lf$] = XmMdl + &Mb)1 

erhalten wir wegen (11) fti geniigend grosses r und gegebenes e > 0 

Also, da cp(z) eine Lipschitz-Bedingung erfiillt und daher seine Fourier-Reihe 
gleichmlissig konvergiert, gilt fur geniigend grosses m 

I Sm[fb)l - 64~1 I < El 
womit unser Satz bewiesen ist. Also haben wir nur unser Lemma zu beweisen. 

Wir bezeichnen die kleinste der Entfernungen zweier Nachbarpunkte von (7) 
durch d und umgeben einen jeden der Punkte xk mit einem Interval1 (CQ , bk) 
so, dass die Lange eines solchen Intervalls plc - CX~ = d/n;, k = 1, 2, . . . y 
ist und xk genau im Mittelpunkt des Intervalls (CY~ , &) liegt. 

Nun detlnieren wir f;(z) folgendermassen: 

f;(x) = WC - ark)/(Pk - ak), wenn ak $ x 5 $(ak + fik) 

fi(x> = 2(% - bk)/(ak - ak), wenn i(ak f Pk) s 2 5 8k 

f&) = 0, wenn@k 5 x 5 ak+l, -1 s 5 j aI, 

By s x 5 +1. 

Es ist klar, dass bei dieser Definition f;(z) eine Lipschitz-Bedingung und such 
(8), (9) und (10) erfiillt, also haben wir nur (11) zu beweisen. 

6 Siehe zum B. L. Pejkr, Lagrangesche Interpolation und die sngeharigen konjugierten 
Punkte, Math. Annalen 106 (1932) S. l-55. 



260 PAUL ERDijS UND GkZA GRtiWALD 

Es sei ‘pi S x S cxi+l und es sei vorausgesetzt, dass x n&her zu aj als zu cwi+l 
liegt (x wird jetzt ftir fest betrachtet). Dann ist 

02) 
t(ak+8k) 4(t - ak) sin (778 + +)(t - 2) 

4(t - Bk) sin cm + %>(t - x> dt 

+ c2 = - $hk+T;)(+c2. 

Da nach unserer Voraussetzung 1 t - 2 1 2 rd 

I 

h-r+oi-r) 

Ui-r 
Jsin(m.+a)(t-X)Idt<2(131-:dai-‘)c.2.1. 

nir 

Ebensofiirr zl,wegen]t--zl z$rd 

I Tj+r 1 < 4/n,r, 

ferner 

AlSO 

1 Tj-, ) < 2/n;r, 1 T;+, 1 < 4/w. 

03) 

+ 4(x - 4 

/ 

‘(ai+Bi) 
&-CYj “j 

sin (m + +>(t - Z) dl 
t -x I 
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X23-16 
II 

*(ui+pJ) sin (m + $)(t - 2) dt 
t-x 

< c 
4! 

ai 

und fiir 1 z - (pi / > 4(fif - ai> wegen 1 t - x 1 > 3(pi - ai) 

4 
/ 

?(ai+Bj) 

< 3(& - CYJ aj 
Isin(m++)(t-z)[dt<i; 

also 1 Ti ( (= max (4, ~4) = CC. Ebenso 1 Ti 1 5 ~6. Also mit Riicksicht auf 
(12) und (13) 

womit alles bewiesen ist. 
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