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1 . C'est un fait connu qu'une fonetion d'une variable complexe z, holo-
morphe dans le cercle-unité, De peut pas tendre uniformément vers l'infini,
lorsque s'approche de la circonférence . 11 es[ done intéressant de montrer
qu'il existe des fonctions holomorphes dans le cercle-unité qui tendent unifor-
mément vers l'infini sur une suite de courbes de Jordan dont chacune contient
la précédente á son intérieur . Un exemple de cette nature a été donné par
Fatou ([3], p . 262) pour la fonction de Koenigs K(,) définie de la maniére sui-
vante : soit s un nombre réel, o < s < i, el soient

(

z

-s) ~

	

1,(z)=R,(R,,-, (z))

	

(n
i-sz

La suite des fonctions { R,(z) } tend alors uniformément vers zéro dans chaque
cercle 1 2 í p< i el

K(z)=lim len( " ) .
si ,

On ne sait pas si la suite de courbes de Jordan, dans le cas de K(--), peut étre
remplacée par une suite de circonférences concentriques . Lusin et Priwaloff
([5], p . 147) ont cependant construit un exemple, dans lequel ces courbes de
Jordan sont des circonférences concentriques . Une simplification considérable
de cet exemple a été récemment obtenue par Davydov ([ 7], p . 167) .

Fatou a découvert de plus ces propriétés remarquables de la fonetion de
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Koenigs : autour de chaque zéro de K(z), il existe une courbe de Jordan C,,
dans ~zj<1, telle que toutes les C, soient extérieures l'une á l'autre et
K(z) ->oo lorsque et reste extérieur aux courbes C, z ([3], p . 262) .
On a escore ([3], p . 265)

h m1 K(re'°)1 =ce
>1

pour presque tous les 0 dans l'intervalle o/0 < 2

	

Des exemples de fonc-
tions jouissant de telles propriétés ont été donnés aussi par Lusin et Priwaloff

p . 152 et 185) .
Collingwood et Cartwright ont récemment noté ([2], p . d4) que K (z) j -->

sur une spirale dans z < i s'approchant de z = 1 asymptotiquement. Des
exemples d'un tel comportement ont été antérieurement discutés par Valiron [18] .
Valiron a démontré en outre ([J . ], p . ( ;4) que 1 K(z) ± K'(z) --> oo lorsque z
s'approche de la circonférence z ¡ = i de rnaniére quelconque .

Dans l'article présent, nous démontrons par des méthodes directes et élémen- taires que la fonction

)

1
pour des entiers positifs nj -> oc convenables, jouit de toutes les propriétés
ci-dessus mentionnées, certaines sous une forme plus simple ou plus précise,
et aussi d'autres . Par des méthodes analogues, nous obtenons aussi des
exemples, dont quelques-uns sont déja connus et d'autres nouveaux, concer-
nant les limites radiales des fonctions holomorphes .

2. Soit n,;(1 =1, 2, . . .), une suite croissante d'entiers positifs tels que

(A)

	

h m nk =co,

	

n 1 >1 .
k - . 11k-i

Nous considérons le produit infini

( I )

	

f(z) =JJ
j-1

)ni ~

qui converge absolument et uniformément dans chaque cercle 1 z 1,-- r < i et
définit par conséquent une fonction holomorphe dans le cercle-unité 1 Ñ 1 < 1
qui a nj zéros simples sur la circonférence 1 Ñ i - ñ pour j =1, 2, . . . .

Autour de chaque zéro de f(z) sur la circonférence z - i -

	

1,2 1 . . . ),

nous décrivons une circonférence de rayon égal á J,ñ l , nous désignerons
chacune de ces nj circonférences par yj , et -• j avec son intérieur par Pj .
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Puisqu'au plus un nombre fini de tous les 1' ; (j=I, 2, . . .), peuvent empiéter
les uns sur les autres, il existe un entier j0 > o tel que tous les cercles 1' ;,
pour j\j 0 , soient disjoints . Ainsi, si l'on enléve les F1 , j\jo du cercle z < i,
l'ensenible qui reste est un domaine O . Nous démontrons d'abord le

THÉORÉME 1 . - Lorsque z tend vers la circonférence
domaine A,

lim Jf(z)=Ce
Izl*t

uniforinément en z .

Pour le prouver, nous allons démontrer que si Z, se trouve dans A suffisam-
ment prés de la circonférence z = i et si /- est l'entier pour lequel

I-
1-,-I zo ¡ <I-I ,

Izk

on a l'inégalité
e,

	

3

	

k- 1
(2)

	

If(z~o) > !c'(kel j)2 3e-I )

	

'-+-

	

(4

oú e,,, aussi bien que e 1 , . . ., e 11 dans la suite, désigne une constante positive
universelle . Séparons le produit (i) en quatre produits composés de facteurs
qui correspondent á r /j/ lc-z, j=1c, j=le+ i, j~ k+z

(3)

	

f(2)=t1P1(z),
1=1

et déterminons la borne inférieure de chacun des produits P,,(z) au point z =,;O.
Tout d'abord, nous avons

k-1
11

(4)

	

IP,(2o)1

	

Z°1 I

	

I
Í°1 I - -

	

i - -
12 i

	

/ti

Pour k suffisamment grand, on a de plus

I 1 "le(I-- I ~e I-
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k/

	

17k

z

I

	

k

	

1 I- +1

	

3
~e '1

	

- e ,
4

i en restant dans le

oú la derniére inégalité résulte de la condition (A) . Ainsi, en tenant compte
de (4), on obtient

3

	

\k-1
(5)

	

Pi(zo)

	

(G e - I I

Pour le second produit, on

	

/
a

zk
P=(20)

	

z0
-

	

I

	

- I ,
I - -

nk/

18
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et, puisque z o se trouve dans á, 11 reste á 1'extérieur de toas les cercles -y,, .
D'aprés le principe du minimum, P,,(-- o ) doit étre plus granó que la valeur
que 1 P.,(z) prend en quelque point,

=(I- 1_ nR +	I
l

-n ¿I

n i

	

k=
e

n

de l'une des circonférences

	

oú 1 est un des nombres o, i,

	

n,;-i, et a
est un nombre réel . Ainsi, on a

I

	

c .,
(6)

	

P. (z,) >JP2(1) = e"k + /r=(/

	

) e")

Par un raisonnement tout á fait analogue, on obtient l'inégalité

(i)

Enfin, pour estimer

(8)

pour j\ Ic±2, puisque

(9)

P ,, ( z0)

P 3 (z. )1>
	 e.'

(/f + . I) 2

, nous notons que

Or, si k est choisi assez grand pour que, pour tous les v\1,

nv+2 > 2,
n.,+1

ce qui est possible á cause de la condition (A), on trouve pour j\1

	

2,

n
> 2

	

I

ni+1

et par conséquent,

(Io)

	

Pro.(za)

	

[j (i_4e .v (I_4e 9~. )- r->

En tenant compte de (3), (5), (6), (~) et (i ), on obtient l'inégalité (2), ce qui
achéve la démonstration .

On voit sans peine que la mesure superficielle du complément de 0 par rap-
port á z < i, peut étre rendue arbitrairement petite . 11 est clair, cependant,
que 1'ensemble sur lequel une fonction holomorphe daos z < i tend vers
l'infini uniformément lorsque 1 z 1 -* i ne peut pas étre de mesure superficielle

Nous remarquons que, . (1.) est méromorphe dans z < 1 et tend uniformé-
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ment vers zéro, lorsque z --~- i, 2Ez . Une fonction de cette nature a été cons-
truite par Lusin et Priwaloff ([5], p . 175) pour un 0 plus compliqué .

3 . Puisque le domaine 0 posséde une structure particuliérement simple,

quelques autres théorémes résultent immédiatement du théoréme 1 .

THÉORÉME 2. - la fonction f(z) définie par (i), salisfait ú la relation

(II:)

	

lim lf(reir°) =oc
r*7

pour toutes les valeurs de 0 dans l'intervalle o / 0 < 2 n, sauf un ensemble de
valeurs de 0 de mesure nulle .

En effet, on volt tout de suite que, pour presque tout 0, le rayon reo du
cercle-unité z 1 < i jouit de la propriété suivante : il existe un nombre o<p(0)< i
tel que pour r> 0(0) la partie correspondante du rayon reiO est intérieure á A .

11 résulte facilement de la définition de 0 que l'ensemble des valeurs de 0 qui
satisfont á (i i) est de premiére catégorie ; cela est, en effet, une conséquence
nécessaire du fait que cet ensemble est aussi de mesure 24t (cf. [5], p . 18g) .

THÉORÉME 3 . - Il existe une suite de circon férences I = ok, o < ck< 1,
lim ok= i, selles que, en posant mk= min f (2) I , on ait lim mk= co -
k-}w

	

l F= k

	

k~ .

En faisant

on trouve, par suite de la condition (A), que

1

	

1

	

11--+

	

<Pk<1-n.k

	

k= nk

	

nk±i

	

(k + I )I n,±1

pour toutes les valeurs de /- suffisamment grandes . Ainsi, pour ces valeurs
de k, chaque circonférence 2 =ok, á mi-chemin entre les cercles concen-

z - 1 -

2 1
nk

I
nk,-,

139

	 1 , est tout entiére intérieure au domaine A
.rI k+~

THÉORÉME 4 . - 11 existe une famille de 2M° spirales Sr, o < t < i , dans z < 1 ,
chacune s'approchant de 1 z I = i asymptotiquement, qui sont disjointes sauf ú leur point initial commun = o, telles que pour chaque t,

lim if(z) I =cc,
Izl*1zESy

et que chacun des deux sous-domaines de z < i déterminés par deux spirales

quelconques de la famille, contient une infinité de zéros de f(z) .

D'aprés le théoréme 3 et la continuité, il résulte qu'á chaque k=1, 2, . . .
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correspond un ó k.> o, ¿,< p, te¡ que, pour p,,- ók < ~ a
Si nous posons

g (O)= inf .

	

1f (r e¡(»
a

il vient, d'aprés le théoréme 2,
h mg 1 (O)=cc

pour presque tout 0 dans l'intervalle o,--O < 2-n . De lá, en appliquant le théo-

réme d'Egoroff á la suite pour un r donné, E <
z

, il existe un sous-
ensemble parfait E de o,-- . 0 < 2 de mesure

	

- s pour lequel

lim f(rezQ) =co,

	

OeE,

uniformément en 0 .
Soient E, et E, les deux sous-ensembles de E dans o 0 < z et < 0 < 3z ,

respectivement . Alors, il existe des ensembles A 1 C E, el A ., C E, semblables
(au sens des ensembles ordonnés) á l'intervalle-unité o < -t < i ([4], p . 76) .
11 s 'ensuit qu'ils peuvent s'écrire A, _ { 0,

	

A2- { tp, } o< ,< de sorte que,
si o < t, < t, < i, alors 0,,< 0, 9 et w,, <

	

De plus, pour chaque k =1, 2, . . . ,
en désignant par Ik l'intervalle p,;-c, < r< pk ±ó,,, on peut écrire

p e go` ,
T e ,

.( 2 k-i) e( 1

(2 k) et
,,

ht

alors, sur la circonférence I z

Ik - r

	

~k)
1 ~t 'o<1<15

( 1 3)

	

j f(z) 1 < e,
. 5k.

< pk+ AZ)

de sorte que, si o < 1,< t 2 <t, alors a,> a ; f'' . Nous définissons maintenant S,
comme se composant des segments et des ares circulaires suivants

o G GQ

	

Q(2k)~o--0,(,k+1) .P- t

	

r

	

t
Q)2k-aC2k) ;

0,+2 (k-I)7r~~~ ,±2 (k-1)7r ;
?,+2 (k2 kn

(Ir-I, 2, . . .) .

11 résulte immédiatement de cette définition que la famille posséde toutes les
propriétés spécifiées dans le théoréme 4 .

4 . En faisant tendre la suite in,,} vers I'infini suffisamment vite, nous
démontrerons que, pour la fonction f(z), définie par (t), on peut faire croitre
vers l'infini le maximum du module sur les cercles concentriques aussi lente-
ment que I'on veut .

LEMME 1 . - Si la suite { n,, } satisfait á la condition

(13)

	

nkT. kn,,_,,

	

n,>z,

= p,,, ou p,, est donné par (12), on a
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Ij.I

En tenant compte de (3), il résulte immédiatement de (9) que sur z I = o,,.,
1 P,(z)P,(z)P,(z) x--2 .5 .

[lar des raisonnements analogues á ceux qui ont été employés pour obtenir (8)
et en appliquant la condition (B), on voit que

~ P, (z) I < 11 (1

	

e kr,) < e ` /- 1 `-i-

=k+2
Cela établit (13) .
En posant M(r) = max j (z) , o--'~¡- < i, nous allons maintenant démontrer-1z1= ,.

le

THÉORÉME 5 . - Soit u.(r) une fonction positive, strictement croissante, quel-
conque, dans l'intervalle o / r < L telle que lim N.(r) - oc . Ii existe alors une

suite { n,, } satisfaisant á (B), selle que pour la fonction f(z), définie dans (i), on
ait

(15)

	

M(r) < y- (r),

Nous définissons la suite in,,} par induction compléte cornme suit . Déter-
minons n, > i de sorte que

f2(P,) > c 5 .5'

soit vérifié, oú p, est donné par (12) et e 5 est la constante dans (14) . Supposons
que n,,_ s ait été déjá déterminé et choisissons n,, de sorte que (B) soit satisfait,
aussi bien que

1l(Pk) > c 5 .

Si r se trouve dans l'intervalle p,, ~ r/ p,,+3f on obtient

M(r)~M(Pk-1)<<µ(Pk)Gl~(r),

ce qui démontre (15) .
11 y a lieu de noter que, puisque (B) implique (A), la fonction f(z) du théo-

réme 5 jouit de toutes les propriétés spécifiées dans les théorémes 1 á 4 .
Ces propriétés sont aussi possédées par les fonctions définies par des pro-

duits de la forme

r
n l

c :;
2

oú la suite {m15} croit si vite en comparaison de {ni }, que le maximum du
module de g(a) sur les tercies concentriques tend aussi rapidement que l'on
veut vers l'infini, lorsque r s'approche de i .



THÉORÉME6.-Soit{n,_ j une suite croissante d'entiers positifs tels que

(C)

	

nj <nk,

	

n 1 >I .
j-1

Alors la fónction (i) jouit de la propriété suivante,

lim {If(z)1--1f,(z)1}=~,z, > 1

uniformément en z .

Puisque la condition (A) est une conséquence de la condition (C), il suffit,
d'aprés le théoréme 1, de démontrer que
(16)

	

h m f(z)i=00
k>-0
°EF

uniformément en
La dérivée de (i) est

f'(z)=-'y
h=l (1-

d'oú, pour z dans F, on obtient

(17)

	

11''(z)1 --

H
¡-A k
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Par un raisonnement analogue á celui employé dans la démonstration du théo-
réme 1, on voit sans peine que, pour zE1 , ,;, oú k est suffisamment grand,

n1
1
n,

z

	

\ " j

z ,1, 1
C1
jai

Pour le deuxiéme nombre T, dans (i7), on a

T, < y

	

7,11,		~~
~

	

1
h k

	

) ,?/,
z

j-1nh

1 -

I
nj

3 e - I)k
-'.

> c6( 4

ni

f

de sorte que, pour le premier nombre T I de la partie droite de l'inégalité (17),
on obtient la borne inférieure

k i
TI >C7 nk(~e-I)

N

1 - I

Puisque la condition (B) est une conséquence de la condition (C), le
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théoréme 5 s'applique quand u(r) -	I , dont la démonstration montre que

1-1

	

ni

pour a suffisamment proche de l'unité . Done, pour zEr1„ oú k es( suffisam-
ment grand, on obtient

k-f

	

W
T2< C . nk

	

nk.

	

n)k
n-7.

	

Ir_k -1

k-, ~-

	

n y
<C 9 ~nk

L.1
n11± f.W ni,, -nk

h=l

	

h=k+1
k-<

Co \/nk

	

' ni, +

	

7t1, e -
h-k+t

la derniére inégalité résultant de (C) . Par conséquent, pour k suffisamment
granel,

T 2 < e, ~nk

	

n1`+ 1.

h-i

En revenant á (i7), on obtient finalement
kf

	

3

	

)k1

	

-~l
J (Ñ) >Cink( e-1

	

-C,OVnkL/i

h-1

dont (a6) est une conséquence immédiate d'aprés la condition (C) .

6. Nous allons maintenant établir t'existence d'une fonction f(z) qui satis-
fait au théoréme 3, mais qui ne posséde aucune limite radiale . Nous allons
démontrer d'abord un lemme élémentaire sur les polynomes

LEMME 2. - Soit n un entier positif quelconque et posons

Pn (Iv) =1- rVn .

Il existe alors un a, o < a < i, et un ó, 4 3, oü a et 0 sont indépendants
de n, tels que Ip n (w) < a sur cha que arc A de la circonférence

d'un zéro de p,,(w) comete milieu, de longueur égale á zn a .

w = i autour

En effet, 1 étant un entier quelconque inclus entre o et n-i, considérons
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r,il

le zéro e

	

dep„(t') . Désignons par B l'arc autour de ce zéro comme point
milieu qui sous-tend l'angle

2771

	

7L

	

0~
2 ir l

	

.r
n

	

3n -

	

n

	

3n

á l'origine . Pour w sur B, on a done

- 3 argcv'~G+ 3,

d'oú p„(w) .~i . L'existence de l'arc A do lemme en résulte par continuité .
Nous sommes maintenant á méme de démontrer le

THÉORÉME 7 . - Soit { n,, } une suite croissante d'entiers positifs tels que

(D)

	

k2 k8_, < nk,

	

n,> 4 .

Alors

=11 II

	

`
7L-1'a'

(I8)

	

f(z )

	

t-

	

,
j=1 J,=1

	

1
hnj .

pour des nombres réels a j convenables, représente une fonction holomorphe
dans z ---' ] dont le module tend uniformément vers l'infini sur la suite de circon--
férences z = i - ' (k =1, z, . . . ), mais qui ne posséde aucune limite radiale .

nk

Nous allons d'abord spécifier les nombres réels a j . Supposons que le
nombre n dans le lemme 2 ait la valeur n~ et désignons la réunion des ares cor-

respondants A parA n , . Puisque a > , la mesure de A,,, est 9-7c

	

z Désignons
4

par A,, .(a) I'ensemble obtenu en assujettissant A,, . 'a une rotation w'= wc a .
Alors il es[ évidemment possible de trouver un nombre réel a j tel que

v A,,.((h - i)a j) couvre la circonférence I w = i entiére .
r,-1

Soit o ~ 0„ < 2 Pour chaque j, il existe au moins un entier hj , i
(au cas oú il y en a plus d'un, pour préciser, nous prendrons le plus petit),
tel que

( 19)

	

(YO

	

(I -
tz ;

1
n

	

ei0 p el(lz j -1)a
=	 EA,,(hj-i)aj) .I

I -	
lzj nj

11 est évident que la convergence absolue et uniforme du produit (i8) dans
chaque cercle z -'p < i résulte de la condition (D) .
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z

k-1

1f ( z)E 1-[11
j=1 1-j.

=R,(k)R2(k),

= z- z p our quelque k fixé, il résulte de (18) que
»k

d'oú, par des raisonnements bien connus, on voit sans peine que

IimR,(k)-cc,

	

IimR 2 (k)=I .
k><

	

k>'

Done, pour achever la démonstration du théoréme 7, on n'a qu'á démontrer
que f(z) ne posséde aucune limite radiale . Puisqu'une limite radiale, si elle
existait, devrait étre infinie, il suffit de montrer l'existence, sur chaque rayon,
d'une suite de points s'approchant de z ~ = i, sur laquelle f(2) tend vers zéro .

Soit 7.e,0" o/r < i, un rayon quelconque du cercle-unité iz ; <l. . Nous
allons montrer que
(20)

oú les entiers h,,, sont choisis selon (19). Pour chaque k et

on a

1> . J L\

	

hknk) eoo1 -o,

- I

. = I -
I

- e¿Oa,
hknk

I

hkn+ k
I

I -

	

h-~
h n ;

I

	

„a „ h __o -
1 -

	

~
hknk

rI-

rl rl
j=k 1,=i

/4 '("-')'k
n1

1 -
L

/znk ~

=S1 (Ic)S 2 (k)S 3 (k) .

14 r,

Considérons le facteur décisif, F(k), dans S,( k), qui correspond á h h,,. En
appliquant le lemme 2 et (19), on voit que ce facteur est inférieur á s" —` . te
produit S I (k) el le produit (les facteurs (s'il y en a) dans S,, (k) correspondant
á h < h,, tendent vers l'infini, lorsque k -> oo, mais, d'aprés la condition (D),
avec un ordre plus bas que celui de { F(1.) } -1 . D'autre part, le produit des fac-
teurs (s'il y en a) dans S .2 (k) correspondant á It>h,,, et le produit S 3 (k)
tendent vers l'unité, lorsque k ->- oc . Cela démontre (20).

7 . 11 est aussi possible d'obtenir une fonetion satisfaisant au théoréme Z
mais qui ne teud uniformément vers l'infini sur aucune suite de courbes de

Ann. Éc. Norm ., (3), LXX . - FASC . 2 .
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Jordan dans z < i dont chacune contient la précédente dans son intérieur .
C'est une conséquence immédiate du

THÉORÉME 8 . - Il existe une suite in,, ) satisfaisant á la condition, (B) telle
que (i - z) f(z), oú f(z) est definí par (i), tend vers l'infini sur presque tous les
rayons du cercle-unité, et tend vers zéro sur le rayon argz = o .

En effet, il suffit de prendre u(r) -	dans le théoréme 5 .
~I-r

Un exemple d'une fonction holomorphe, non bornée, dans z < 1 qui n'a
aucune limite radiale et qui ne tend vers l'infrni . sur aucune suite de courbes
de Jordan, dont chacune contient la précédente dans son intérieur, est fourni
par le

THÉORÉME 9. - Soit f 11,,,1 une suite croissante d'entiers positifs tels que

(E)

	

k nk_ 1 < nk< n~_, .

Alors, la fonction h(z) = f(z)g(z), oi' f(z) est donné par (18) et

-~
1+v ),

~

	

1

est holomorphe et non bornée dans z < i, ne posséde aucune limite radiale et
tend vers zéro lorsque z s'approche du point z = i . sur l'arc z -I- i 1 = ~z .

Puisque la condition (E) entrame la condition (D), il résulte du théoréme 7
que f(z) ne posséde aucune limite radiale . De plus, g(z) tend vers 1 sur le
rayon argz=o et tend vers des limites finies, différentes de zéro, sur tous les
autres rayons . Ainsi, h(z) n'a aucune limite radiale .

Pour achever la démonstration, il suffit de noter que, lorsque z -- i sur
	 C11

,

l'arc z-1- i = v'2, g(z) -> o comme e e - z, ,
tandis que

	 C32	

J(Z) 1=O(e(1-I~I~~ ,

celui-ci étant une conséquence de la deuxiéme inégalité dans (E) .
Si une fonction holomorphe, non bornée dans z < i reste bornée sur un

chemin spiralique qui s'approche de z = i asymptotiquement (cf. Valiron [8 -]),
alors elle posséde aussi les propriétes constatées dans le paragraphe antérieur
au théoréme 9 .

Aprés l'achévement de cet article, les auteurs ont connu deux mémoires de
J . WOLFF, On the boundary limit infnite of a holomorphic function (Koninklijke
Akademie van Wetenschappen te Amsterdam, Proceedings of ihe Section of
Sciences, t . 31 ., 1928, p . 718-720) et Sur les limites radiales d'une fonction
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holonzorphe dans un cercle (Bull. Soc. Mach . Fr ., t . 56, 1928, p . 167-173) dans
lesquels M Woltf obtient les résultats de nos théorémes 1, 2, 3, ainsi que
notre remarque á la fin du paragraphe 4 . Ces résultats ont été obtenus par
31 . Wolff par l'emploi de produits infinis trés semblables aux nótres .
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