Einige Bemerkungen zur Arbeit von A. Stéhr:
,,Geloste und ungeloste Fragen iiber Basen
der natiirlichen Zahlenreihe.

Von P. Erdds in Haifa®).

1. In der betreffenden Arbeit von A. Stéhr [1] wird in § 5, Seite 53, die Frage
aufgeworfen, welche Michtigkeit die Klasse der Minimalbasen 7. Art der Ordnung %
(h = 2) besitzt. Obwohl diese Frage von E. Hértter [2] schon beantwortet wurde,
diirfte doch der folgende Beweis von Interesse sein.

Satz 1. Die Klasse der Minimalbasen 7. Art der Ordnung h(h = 2) hat die Mdchtigkeit
des Kontinuums.

Beweis. Bei Stohr [1] wird bewiesen, dall jede Basis der Ordnung A eine Minimal-
basis 7. Art der Ordnung ~2* = h als Teilmenge enthilt. Also wird es geniigen, eine kon-
timmmmiichtioe Klasse K von Basen B zweiter Ordfiime anznaohen. so dab der Durch-
schnitt B, ~ Y, je zweier Elemente B,, B, ¢ K endlich ist. Die in diesen Basen B; ¢ K
enthaltenen Minimalbasen 7. Art sind dann offenbar voneinander verschieden. — Dem-
nach konnen wir uns fir den weiteren Verlauf des Beweises auf die Ordnung A = 2
beschrinken.

Essei0) <o < 1und @l = [(k + «)logk] (k= 2,3,...). Sei B, die Folge natiir-
licher Zahlen, deren Elemente die Zahlen a{ und af” + 1 sind (k= 2,3,...). Wir
beweisen zuerst, daf fir 0 = «; < &, <1 der Durchschnitt 8, ~ 9B, endlich ist. Es
geniigt zu zeigen, daB fiir geniigend grofles &k die Zahlen [(k + ;) log k] + #(¢ = 0 oder 1)
nicht in B liegen. Wenn némlich

[(k + &) log k] + & = [(K' + ag) log K]+ €3, 0 < oy < g < 1, £5=0 oder 1 (i=1,2),

wiire, so wiire fiir geniigend groBes k offenbar &k = k' und daher &, = «,, was falsch ist.

Nun beweisen wir, daBl jede geniigend grofie Zahl als Summe zweier Zahlen aus B,
darstellbar, d. h. 8, asymptotische Basis zweiter Ordnung ist. Dies folgt aus Sétzen von
Kuzmin [3] und Segal [4]. Kuzmin und Segal beweisen nimlich, daB, wenn & > 0 beliebig
gegeben ist, immer eine Zahl i, = {,(¢) existiert, so daB fiir ¢ > ¢, das Intervall (¢, ¢ 4+ &)
Zahlen von der Form =z log = + y log y (z, y natiirliche Zahlen) enthiilt; dieser Beweis
liBt sich auch auf Zahlen von der Form (x + «) log z + (y + «) log y iibertragen. Wenn
wir nun ¢ = 1 und t = n > t, setzen, so folgt, dal ganze Zahlen z und y existieren mit
der Eigenschaft

n<(z+ax)logae+(y+a)logy <n-+1.

*) Es handelt sich hierbei um Aunsziige aus Briefen von P. Erdés an A. Stohr za der obengenannten Arbeit,
die fiir den Druck freundlicherweise von E. Hiirtter bearbeitet wurden.
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Also gilt entweder
n = [(x + «) log 2] + [(y + «) log ]
oder
n—1=[(z + «) log z] + [(y + «) log y].

Im ersten Fall ist die Basiseigenschaft bewiesen; im zweiten Fall setzen wir

n=([(x+a)log z] + 1) + [(y + «) log y],

womit auch hier gezeigt ist, daB sich jede geniigend grofe Zahl n als Summe zweier Zahlen
aus B, darstellen 1a6t.

Schliefilich erginzen wir noch B, durch Hinzufiigen endlich vieler Elemente zu
einer Basis zweiter Ordnung, was den Beweis vollendet.

2, In der Stohrschen Arbeit wird in § 11, Seite 124, folgende Frage aufgeworfen:
Sei P die Menge der Primzahlen und 9 eine beliebige Basis zweiter Ordnung. Ist
dann die Dichte von ® + B positiv?
Diese Frage michte ich verneinen, denn es gilt der
Satz 2. Es gibt eine Basis B, zweiter Ordnung derart, daf die Dichte von B + B,
gleich 0 ist.
Beweis. Sei
nl = 1!
Rey= I P k=1,2, ...
p<."n1"
als—iep | gy A A8k gy = drp-wie man fewcht durch eimen induktiven Schluf
bestiitigt: Es ist n, = JT p = 2 = 2n,. Sei nun schon fiir alle » < k — 1 bewiesen, da8

e
1, .4 = 2n, gilt. Dann erhalten wir

2n, =2 II p< II p= Ngs,
p<eh=1 p<ek
weil ng = 2n;_, ist und daher nach dem bekannten Primzahlsatz zwischen ¢"*-1 und
¢"* mindestens eine Primzahl liegt.

Nun definieren wir B, als die Vercinignngsmenge

U B, {0}

k=1

der Mengen B; mit 0, wobei B; aus den Zahlen n; < b < 2n; und den Zahlen b = 0

(mod ny), 2n; = b = ny,, besteht. Offenbar ist dann B, eine Basis zweiter Ordnung.
Wir zeigen nun, daB die Dichte von B + B, gleich 0 ist. Zu diesem Zweck teilen

wir die Zahlen t = p b = n;.,, p€ R, b € By, in zwei Klassen ein. Die erste Klasse

besteht aus allen Zahlen ¢ mit b =< 2n;. Die Anzahl dieser Zahlen ist kleiner als

RO
08 Nk s

(2ng + 1) * #(Rass) < emay = 0(ng4).

Denn es folgt aus dem Primzahlsatz (oder auch aus einem mehr elementaren Resultat), daf
log nxsy = X logp > ce™,

p <ok
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also

Mg
—=o0(1
log ni 4 (1)
ist.
Die zweite Klasse enthélt die Zahlen t==p + b < n;,, mit b > 2n,;, also mit
b = 0(mod n;). Wenn p < n, ist, so ist die Anzahl dieser Zahlen hochstens

n
B4 L a(ne) = 0(Ryey)-

Fiir p > n; sind wegen b = 0 (mod n,) die Zahlen p + b zu n; leilerfremd, also ist in
diesen Fall die Anzahl der Zahlen ¢ hochstens

1.
ey " _’_—— = c 1)
s T’gk( p) 0(n )
womit die Behauptung bewiesen ist,

3. Eine Basis 8B = {bg, by, by, ...} (by=0<b,=1<b, <--+) der endlichen
Ordnung h heilit bestdndige Basis, wenn fiir jede Folge von Indizes n; (n, =0, ny = 1)
mit positiver Dichte die Teilmenge

SB' == {bn.’ bﬂ;’ bn:? e ‘} (bn. = 0 < bn, = 1 < bn1 < .)

aus B wieder eine Basis endlicher Ordnung ist.

Dann oilt

Satz 3. Es gibt eine Zahl I, die nur von B und der Dichte ~ der Folge {n;} abhingt,
so daf die Ordnung von B’ kleiner als | isi.

Hiermit wird eine von Stéhr [1], Seite 117, aufgeworfene Frage positiv beantwortet.

Beweis. Angenommen, die Behauptung wire falsch; dann giibe es eine Zahl a, >0 und
eine Folge von Folgen U, = {n{"} nichtnegativer ganzer Zahlen mit Dichten > x;, so daB
die Teilmengen B ={b (), b 4y, +-} (b 4y =0<b yy=1<b <--)aus B keine Basen

'ﬂ" NI ’?D 'NI ﬂg

mit Ordnungen = [ (i fest) wiiren. Dies wiirde aber bedeuten, dafl es zwei sehr rasch gegen
unendlich strebende Folgen {L} und {m,} mit L, <my <lo<my<--- L, >m;_,,
gibt, so daB m, nicht als Summe von weniger als /, Elementen aus B, darstellbar ist.

Wir betrachten nun die Folge Ny =0, N, =1, N,, ..., deren Elemente im Intervall

m, , = x = m, die Zahlen n{" sind. Wenn m, geniigend rasch gegen unendlich strebt,
so ist es klar, daB die Dichte der Folge {/V;} positiv ist. Wir zeigen nun, dal

ER = {b-Na’ b‘\,-’, b_,\;'., . .} (b_\'. = 0 = bl\‘l == 1— < bi\', = LR ')

keine Basis endlicher Ordnung ist, und mit diesem Widerspruch wird unser Beweis voll-
endet sein.
Zu diesem Zweck beweisen wir, dall die Anzahl der Summanden by ¢ %, die wir

zur Darstellung von m; brauchen, mit £ gegen unendlich strebt. Nehmen wir an, es giibe
ein ¢ so, daB jedes m; als Summe von héchstens ¢ Summanden b, €9 darstellbar ist.

Sei also
mg = b BB o B, g Se, 0 <N,
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Wir wihlen die Numerierung so, daB 8", ..., 8" (r <¢,) kleiner als m;_, sind
und 4"V L. 6 im Intervall my_; = « = m; liegen. Also kénnen wir schreiben

(1} mk=1-|—1+---—f—1+b"+”+-°'+b("”,

wobei der Summand 1 (b 4 b*®4 « -+ 4 p)-mal auftritt. Alle Summanden in (1)
sind Elemente aus der Menge B}, also ist m, als Summe von héchstens ¢ + em, , Ele-
menten aus B, darstellbar, was aber fiir geniigend grofles k& wegen

b >mi_y >c¢+emy_,

einen Widerspruch bedeutet, womit Satz 3 bewiesen ist.
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