
ÜBER EINE _ART VON LAKUNARITÄT

VON

1' . EI R 1) 0

	

(BUDAPEST

(:1n, einem Brief an S . Hartman

. . . Ich will folgenden Satz beweisen
Es sei 1 < a 1 < a 2 < . . . eine Folge ganzer Zahlen. A(a1 , a-,, . . .) sei
die Folge derjenigen ganzen Zahlen, die durch kein einziges a teilbar sind .
A(a 1 , a27 . . .) ist dann und nur darre lakunär1), wenn eine unendliche Teil-
folge al,, a 12 , . . . mit (ar, ., a,1 ) = 1 existiert .

Falls dies bewiesen ist, so folgt z . B. daß die quadratfreien Zahlen
lakunär sind (a.a. = 1) 2 ), und damit sind auch die Primzahlen lakunär 2 ) .
Die quadratfreien Zahlen haben eine positive Dichte - und so ist die,
ein einfaches Beispiel für eine lakunäre Folge mit positiver Dichtes) .

-Null zum Beweis! Es sei b 1 < b, < . . . eine Teilfolge der a mit (h;, b.;)
= 1. Offenbar genügt es zu zeigen, daß A(b 1 , b„ . . .) lakunär ist (da
A(a 17 a„ . . .) C A(b l , b_, . . .) ist) .

Es sei 1 = n 1 < n, < . . . die Folge A(b 1 , b .,, . . .) . Uni die Lakunari-
tät von n 1 < n., < . . . zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß zu- jedem 1 ::
ein naa, existiert, derart daß für jedes l > 0 zwischen 1 und 1 -m,, entweder
kein ni oder wenigstens ein -n1 mit ar.; ,_ 1 -11 > k bzw. > k enthal-
ten ist. Wir zeigen, daß •on,. = b 1 b, . . . b a. gewählt werden kann . Aus einfa-
chen Sätzen über Kongruenzen folgt nämlich, daß im Intervall (1, 1+m, ;)
ein x existiert mit x+i--1 -_ 0(modb;), 1 < i < k (da doch (bi , b;) -- 1
und

I bi = 9n•,;
r=r

1 ) Lakunär wird hier eine washsende Folge a.,, genannt . wenn es keine Zahl 1,7

gibt derart, daß für jedes r ein n mit

	

_ 1 --an -,-i < k (i = 1, . . ., r) zu finden
wäre; vgl. S. Hart man, Sur an Olpe de lacunarité . Le Matematiche 10 (1955),
S .57-61 (Anmerkung der Schriftleitung) .

-) Das hat W. Sierpinski in seiner Arbeit b ar la lacunarité au sens de .S . Hart-man, de la s ui te de tous les nombres premiers . Le Matematiche 10 (1955) . S . 67-70 . 1w-

wiesen (Anne . d . S .) .
3 ) Ein anderes Beispiel einer derartigen Folge wurde voll S . Hartman in der

unter') zitierten Arbeit, angegeben (Anm . d . , .) .



C O M M 1T N I C i T I O N S

ist) . Die größte Zahl der Folge A(b„ b„ . . .), die kleiner als x ist, heiße n i .
Man hat also n:i-,_1 > :r+k-1, daher

	

> k . Somit ist die erste
Hälfte des Satzes bewiesen .

Es sei nun a 1 < a, < . . . eine unendliche Folge, die keine unendliche
Teilfolge mit (b .,;, bi ) = 1 enthält . Es sei b l < b., < . . . < bk eine maxi-
male Teilfolge mit der Eigenschaft (bi , bi ) = 1 . Offenbar muß es eine
solche Folge geben .

Es seien nun p1 , p 2 , . . ., p, alle Primfaktoren von b 1 , b2f . . ., bk .
Offenbar ist jedes a' j durch ein p teilbar. Also gilt

-4 (all a27 . . .)D A(p1, P2, . . ., pl) .

Es seien nun 1 = 1"1 , X:,, . . . die Zahlen von -4 (1) 1, P2, . . ., p1) .
Offenbar gilt 11~ T 1 -1" < p1p2 . . . p1, da es unter p i p .,, . . . p l konsekutiven
Zahlen immer mindestens zwei gibt, die zu p, p . . . . p l relativ prim sind
(7-(p lp2 . . . p i ) > 2) . Damit ist alles bewiesen, da A(p,, p2 , . . ., pl ) nicht
lakunär ist . . .

Recu par la Rédaction le 15 . 101 . 19511
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