
Megjegyzksek a Matematikai 
k6t probKm6jij;ihoz 

ERD~S PAL 

Lapok 

V. 
Turan PAt61 val6 a kijvetkezij feladat (Mat. Lapok (1954), 

48 old. 71. feladat): Minden c-hez Etezik oly n, melyre (d(n) 
n osztbinak s&mat jelenti) 

(1) d(n + 1)---d(n) > c, d(n-1)--d(n) > c. 

T&m val6 a kiivetkez6 feladat (Mat. Lapok (1959 V. 351. 
old.): Minden k-hoz van olyan n, melyre 

E kis cikkben ezen feladatok &lesit&4wel s altalanositasaval 
fogunk foglalkozni. Meg fogjuk vizsgalni, hogy (2)-ben k mily 
nagyra valaszthat6, mint n fiiggvenye, s meg fogjuk vizsgalni, 
hogy hAny egym&utan kovetkezij szamra irhat6k elii d(n) nijve- 
kedesi viszonyai. 

1. TI?TEL. Minden elegendii nagy n-hez I&ezik oly nz < n, 
melyre 

ahoi cl alkalmasan valasztott abszolut konstans. 
Legyen (p primszam) 



Legyen 1 5 1 iI < cl log n/(log log IZ)~. Nyilvan (i’ -- gp) 

(4) 

< 2d(i)LW’(-$k+ I), 

ahol d’(n) n-nek vn-n& nem nagyobb oszt6inak szArnAt jelenti. 
TovAbba azonban nyilv8nval6, hogy ((3) miatt) 

(5) ~d’(~k+t)<~(~+1)<2T,logT,,< Tnlogn 

(4) 6s (5) miatt azonban 
T,,-1 

(6) L& d( 73 $ i) < d(i) T, log n -c i T, log n < T,, (log ny. 

(6)-b61 kGvetkezik, hogy azon 0 5 k < T, szdmok szhma, melyekre 

(7) d(T,,k-i- i) > (log n)3 

kisebb, mint T,/log n. Ebbiil tov(ibbA kijvetkezik, hogy azon 03~ T,, 
sztimok szama, melyekhez vaR egy i, 1 s /iI < cl log n/(log log n)B, 
melyre (7) fenn811, kisebb, mint 

(8) 
7-N -2c, logn/loglogn<~, 

log n 

ha n elegendij nagy. Ez&t (8) miatt van oly 1 5 I?O < T,,, hogy 
minden 1 5 1 iI < cl log n/(log log n)’ es&n 

(9) d(kO T,, + i) < (log n)31) 

Ezzel szemben azonban 
i 
n(x) > cP & miatt 

1 

(10) d(& T,,) 2 d( K,) > exp (cQ log n/log loin), (exp z = P), 

(9) 6s (IO)-bB1 MeKink egyszerii sztimolissal azonna1 kdvetkezik. 
T&eliink elegge pontos, ezt mutatja a 

II. T&TEL. Ha c4 alkalmas, abszoltit konstans 6s eiegendd 
nagy, akkor 

d(n) < 17d(n + i), 1 5 i < c-l log n/logs n log3 n 
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(logk n a k-szor iteralt logaritmust jelenti). Nyilvan 

(11) 
B [;I gd@ + i) p 2”‘k > 2k@‘Ogk-” 

ugyanis p-nek legalabb $- 1 I 
tobbszbrose van az n + 1, n + 2, . . . 

. . .) n + k szamok kiiziil (1 I)-b6l es a j61 ismert 

d(n) < exp ((I+ 8).log n log 2ifog log n) 

miatt nyerjiik, hogy 

d(n) < exp (1 + 8) log n log 2/lag log n < &d(n + i), 

k = c4 log n/logz n log3 n, 

ahol CA > 1, ezzel teteltink be van bizonyitva, 
Val6szinunek latszik, hogy az elsd tetel kbzelebb van a vale- 

saghoz, mint a masodik, de ennek bebizonyitasa neheznek latszik. 
A kijvetkezii kerdest se tudjuk eldonteni: 

Igaz-e, hogy 

max d(n + i) > (log n)” 
1~ailogdlogrogn 

fix a > 0 mellett. A nehezseg az, hogy az n + i, 1 5 i < log n/log log n 
sorozat log n/log log n-nil nagyobb primfaktorainak szamat igen 
nehez j61 megbecstilni. 

III. -rr?rEL. Legyen k= c5 (log n)‘E/log log n, in, k, . . . , h a2 
1,2,..., k szamok egy tetszesszerinti permuthci6ja, LCtezik oly 
m < n, melyre 

d(m+il)<d(m+iT)<.ve<d(m+ik) 

sat 15 t < k-ra 

(12) d(m + i,+l)/d(m $ ir) - m 

egyenletesen r-ben. 
E t&e1 Turan feladathnak messzemen6 elesiteset adja. 
Legyen P,, = fl p (k=c5 (log n)Ylog log n), V(s) je- 

k<pr-flogn 

lentse s ktilonbijzd primfaktorainak szamat. Legyen 

Pn=sl,s2,sI;, 
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ahol 
V(s,)== [lOr log log n] ha 1 5 r < k 

6s v(&) 2 [ lok log log n] v(P,x) > c6 log n/log log n 

miatt c; alkalmas vtilaszt& mellett ez lehets&ges. 
Legyen m&most 0 5 x < P,& az az egyertelmfien meghat&-ozott 

szAm, melyre 
x+i,.-O(mods,), 1 srrk. 

Minthogy az s-ek primfaktorai mind k-1181 nagyobbak 6s 0 < i,. 5 k, 
ezCrt nyilvan (x + i,., PVJ =sr, Ez&t ugyamigy, mint (4), (5) Cs 
(6)-ban 

(13) miatt azon 0 5 I < P,, sz&mok szgma, melyekre 

(14) d(x f iv + ZP,,) < d(s) (log RI)’ 

3P,L kisebb, mint log. Tov&bbB r legfeljebb k Crtiket vehet fel 

s ez&rt azon 0 5 1~ P, sAmok szima, melyekhez van oly r( 1 Srsk), 

melyekre (14) fennil& kisebb, mint $$- < +, mert a prim- 

szimt&elbiil (vary elemibb titeIekbB1 7s) ‘Lzonnal kbvetkezik, hogy 
p, > c-pgn 

Ez&rt van oly 0 < 1~ P,, 
(ui. x+i,+rP,rO(mods,)) 

tigy, hogy minden r-re (1 z r 5 k) 

(15) d(.s,)sd(x+i,+lP,t)sd(s,) (log Pn),. 

Minthogy azonban definici6 szerint d(S,.+l) Z + 21010g’og’E d(G) 6s 

21O~OgW~ > (log P,)“, nyilvan nyerjiik, hogy 

(16) d(x + iv+1 + IP,)ld(x -I- i,. -I- 1 PR) - m. 

Legyen marmost 

ezzel (16) miatt (12) be van bizonyitva. 



FelvethetB m6rmost tkteltink ClesitbCnek kCrd&e. n’(n) esetCn 
a k&d& igen nehCznek Gtszik, pl. nagyon nehCz lesz j6 becslCst 
talilni, hogy milyen nagy f(n)-re m8r biztos nem lehetseges 

Valamivel kedvezBbb a helyzet V(n) esetkn, minthogy V(n) < 
< (1 + o(1)) log n/log log n (ez mint ismeretes, kijvetkezik a prim- 
sztimtCtelbGl), nyilvan v(n) esetCn j(n) < (1 + o( 1)) log n/log log n, 
Biztosra veszem, hogy j(n) val6di &tCke o(log n/log log n), de csak 
a kiivetkezd, sokkal gyengCbb Welt tudom bebizonyitani. 

IV. T&w,. Legyen 

Akkor 
V(n) < V(n + 1) < - * * < v(n +j(n)). 

Ha ugyanis vkgtelen sok n-re j(n) 3 lehetne, 

akkor nyilvLin n +j(n) < 2n alatt lenne legalabb z 
log n 

2 log log n egy- 

m&suttin kijvetkeza szim, melyek mindegyikenek legalgbb 

_ l”gn 111 IllnIt\ \ LE\ l”gn - ). Legyenek ezek a 

log n - kiilGnbi5zB primfaktora van 
* logog n 

IbGzb primfaktora van ti. 

logn +1, V(n+k) > 
- log log n I 

szamok M,M+~,..., m+i, i=[+liikin], rn+i<zn. Mint- ., 
L L lug I”5 “J 

bogy a 
log n 

log log n 
-n&l kisebb primsz5mok szama o kisebb primsz5mok szama o 

m+j, O~j<i szamok mindegyikenek tbbb, mint n 

oly primfaktora van, melyek 
log n 

log log n 
-n&l 61 nagyobbak. i-c ,na Ina )7 nagyobbak. i-c 

log n log n 
log log lr 

miatt ezek mindegyike legfeljebb egy (m +i)-ben 0 ~i;;i < i 
i-l 

foglal- 

tatik. Ez&-t az “=Ja (m -t-j) sztimnak legalibb $ 
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kiilSnbOz6 primfaktora van. Ez&-t tehat egyr6szt (2i < n) 

(17) Mc(2n)icexp 

m&,rbzt, ha s = $- [-$- + t) ( lJiki n)2, a primszAmt6telb6l nyer- 

jiik, hogy 

Mz&&>(l fo(l))‘s!(logs)“~exp(l+o(l))slogs= 
(18) 

t=i 

=exp(l +O(l))~(+++),$~o~~. 

ElegendB nagy n-re azonban (17) (18)-nak ellentmond s ezzel tC- 
teltink be van bizonyitva. 

FelvethetG a kbvetkez6 k&-d&: melyik az a legnagyobb 
k=f(n), melyhez van rnt <n, m2<n, melyre 

V(m, + il) < V(ml + i2) <c - - - < V(m, + ik), 

V(m2 + ii) < V(m2 + i2) < ‘ e . < V(m2 + ik), 

ahol il,i2,& az 1,2,..., k szimok egy permutAci6ja. Ugyan e ker- 
dCs felvethetii rntis sz8melm&leti ftiggvCnyekre is. 

3AMEYAHMFI K ABYM FIPOBIIEMAM 
II. Ep@u 

ABTOP ROKa3blBafL!T, 9TO K KaWfiOMy fl MOXHO nOfiO6paTb TaKOe m< n, 
'IT0 

d(m) > I7 d(m + i) d(m -i), 
1 zi<q1og n/(loglog n)” 

I-&i? Cl HeKOTOpW llOJIOSGiTenbH3FJ llOCTOS(HHaR. 
&iJIee, XJlll fl >no I1 Cd $(OCTaTOVHO 6onbmiR IlOCTO~HHaR, TO 

d(n) < nd(n + i), 15 i < c&log n/log, n log, n. 
log, n 0603HaYaeT K pa3 nTepHposanHbIP norapu@. 

B CTaTbe paccMaTpasaeTc53 ewe PRR aHanorwwwx BO~~OCOB. 
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REMARKS ON TWO PROBLEMS 

P. ERD~S 

The author proves that For every sufficiently large n there exists an 
m < n so that 

d(m) > I7 d(m + i)d(m-i) 
1 s-z < c,logn:(loglog?ll~ 

where c1 is a suitable positive constant. 
He further shows that for n > no and c, sufficiently large 

d(n) < Ifd(n + i), 1 5 i < c, log n/log, n log, n 

where logkn is the k-fold iterated logarithm, 
Several similar problems are discussed. 


