Uber ein Extremalproblem in der Graphentheorie

ReinnoLp BAer zum 60. Geburtstag

Von

P. Erpés

G{™ sei ein Graph mit » Knotenpunkten und I Kanten. Mehrfache Kanten und
Schlingen werden nicht zugelassen. »(G) wird die Anzahl der Kanten, 7 (G') die An-
zahl der Knotenpunkte von & sein. Knotenpunkte von ¢f werden mit den Buchstaben
&, ¥4, ¥, Kanten mit den Buchstaben e, ¢; bezeichnet. Die Kante, die die Knoten-
punkte z; und #g verbindet, wird mit (21, x2) bezeichnet. ¥”(x), die Valenz von x,
ist die Anzahl der mit x inzidenten Kanten.

Ein Graph heillt vollstindig, wenn je zwei seiner Knotenpunkte durch eine Kante
verbunden sind. Ein vollstindiger Graph mit 7 (6) = »n kann also als G\ geschrieben

(n

werden. Ein Graph G{" mit { > (;) soll immer den vollstdndigen Graphen G
bedeuten. (2)

Ein Dreieck ist ein vollstandiger Graph mit drei Knotenpunkten. Dreiecke werden
mit d, d; bezeichnet. Das Dreieck, das durch die Kante ¢ und den Knotenpunkt z,
der nicht mit e inzidiert, bestimmt wird, wollen wir mit [e, ] bezeichnen.

Der Graph (G —x; — ++- — xy) wird erhalten, indem wir die Knotenpunkte
x1, ..., & und alle mit ihnen inzidierenden Kanten von dem Graphen & weglassen.
Sonst werden wir die in der Graphentheorie iiblichen Bezeichnungen beniitzen,

Turin [1], [2] bestimmte fiir jedes # und + die kleinste Zahl f,(n), so dall jeder
Graph G{,,., einen vollstindigen Teilgraphen G enthilt. Er bestimmte auch (die

iibrigens eindeutig festgelegte) Struktur des Graphen G der kein G¢), enthilt.
2
Weiter stellte er auch folgende Frage: Was ist die kleinste Anzahl von Kanten /,

die ein Graph Gf* enthalten muB, damit gewisse Konfigurationen im Graphen G{"
sicher vorkommen sollen t Vor kurzem erschienen verschiedene Arbeiten iiber dieses
Thema [3], [4]. Insbesondere bewiesen P6sa und ich, dal fiir

n=24kund I =2k —1)n — 282 k41

jedes G & unabhingige Kreise (d. h. & geschlossene Kantenziige, die paarweise
keinen gemeinsamen Knotenpunkt haben) enthélt. Wir zeigten weiter, dal} fiir

=24k und I=02F—1)n—2k2 4k

G{™ mit einer einzigen Ausnahme ebenfalls & unabhingige Kreise enthilt. Der Aus-
nahme-Graph hat 2k —1 Knotenpunkte #1, ..., #ax1 mit ¥"(x;) = n — 1, die ande-
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ren n — 2k 4+ 1 Knotenpunkte haben Valenz 2k — 1; dies bestimmt die Struktur
des Graphen G eindeutig. _
In seiner oben zitierten Arbeit [1] zeigt TurAN, daB fir n = 3

hm =]

ist. Vor einiger Zeit zeigte ich, daB fiir n = 4 jedes 3", zwei unabhingige Dreiecke
enthilt, und daB »2 + » die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft ist. Harwaw fragte
mich, ob man die kleinste Zahl kg (n) bestimmen kann, so daB jeder Graph G§,,.,
k unabhingige Dreiecke enthélt (also & Dreiecke, die paarweise keinen gemeinsamen
Knotenpunkt haben) ? In dieser Allgemeinheit kann ich die Frage nicht beantworten,
kann aber hg(n) fiir jedes k und n > ng (k) bestimmen,

Zunichst einige Definitionen. Es sel

to by = [ 12

dollb= Vme— {1} 4 (k‘z'l)

Besteht keine Gefahr von Milverstindnissen, so wollen wir [ anstelle von I(n, k)
schreiben. %™ sei folgender Graph: Er hat ¥ —1 Knotenpunkte 21, ..., g1 mit
¥ (®) =n — 1 (der Knotenpunkt ay, 1 <¢ =<k — 1, ist also mit allen anderen
Knotenpunkten verbunden). Die iibrigen » — & + 1 Knotenpunkte von %™ sind
in zwei Klassen von (f—_—;ij‘——ll und [LEJH} Punkte verteilt, so daB je zwei
Knotenpunkte in verschiedenen Klassen mit einer Kante verbunden sind. Offenbar
gilt

() =n, »(FP)=1nk)

und die Struktur von %™ ist eindeutig festgelegt. Jedes Dreieck von @™ enthilt
mindestens einen der Knotenpunkte x;, 1 =i < k — 1, daher kann %™ nicht %
unabhingige Dreiecke enthalten.

Nun beweisen wir den folgenden

Satz 1. Bs sei n = 400k2, I = I(n, k) = I. Dann enthilt jedes G k unabhingige
Dreiecke mit der einzigen Ausnakme: wenn by = [ und G§™ eben unser ™ ist.

Korollar, Fiir n = 400%2 ist by (n) = l(n, k).

Bevor wir unseren Satz beweisen, wollen wir zunéichst zeigen, daB er nicht fiir alle
n = 3k richtig ist. Wir definieren einen Graphen G¥ A_lwie folgt: 21 ist nur mit s
2 )4

verbunden, der Graph (Gigill o a:l‘] ist vollstéindig. Offenbar kann dieser Graph
2

nicht & unabhéngige Dreiecke ent_haltén. Also gilt

kk(3k}g(3k;l)+l>z(3k.k) fir £=3.

Es ist leicht zu sehen, daBl k(3% k) = (3 k2—1

Beweis dem Leser. Das obige Beispiel zeigt noch, daf} eine absolute Konstante ¢ > 0
existiert, so daB fiir n < 3k(1 + ¢) hx(n) > I(n, k) gilt.

) <+ 1 ist; wir iiberlassen aber den
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Satz 1 ist fiir einen Induktionsbeweis nicht gut geeignet, darum wollen wir ihn

etwas umformen. Denselben Kunstgriff wandten wir in unserer Arbeit mit Pésa an.
Satz 1'. Es sei n = n fiir n < 4002, n = 40042 fir n = 40042 und

(n —k+1)2

Pl B =P A J Aol Dy flies THE (k?) R [% (4002 — ).

Fiir n =2 3k und I = ' enthdlt jedes GYY k unabhingige Dreiecke mit der einzigen
Ausnahme: wenn n = 400k2, I{ ="' = 1 und G eben unser %{" ist.

Da fiir n = 400 %2 I' = [ ist, folgt Satz 1 aus Satz 1'. Es wird also geniigen, Satz 1
zu beweisen.
Wir werden Satz 1’ fiir jedes & durch Induktion nach % beweisen. Fiir n < 20k

ist G offenbar ein vollstindiger Graph wegen > (.|, also ist Satz 1’ fiir
i p 2 2

3k = n =20F richtig. Es sei also # > 20k und wir nehmen an, daB Satz 1’ fiir alle
3k = m < n gilt und wir wollen ihn fiir » beweisen. Wenn uns dies gelungen ist,
haben wir Satz 1’ durch vollstindige Induktion bewiesen.

Es sei also ein Graph G mit » > 20k, I; =1’ gegeben. Fs sei ¢ die maximale
Anzahl unabhingiger Dreiecke von G und dy, ..., d; ein maximales System un-
abhéngiger Dreiecke. Wenn ¢ = k ist, so ist nichts zu beweisen. Wir kénnen also
annehmen, daB ¢ < & ist. Wir werden zeigen, daf} dies nur dann der Fall sein kann,
wenn n = 400k2, I} = [ und G}"‘) unser &y ist.

Lemma 1. Jeder Knotenpunkt vor G® hat Valenz gréfer als 5k — 1.
Wenn ¥"(z) < 5% — 1 ist, so hitten wir die Ungleichung
(1) V(G —2) =V (n k) —5k-+1>0U(n—1,k),
da, wie eine leichte Rechnung zeigt, (wegen n > 20 %)
Vinky—U(n—1,k) =56k

ist. Wegen m(Gf¥ —x) =n — 1 folgt aus (1) und aus unserer Induktionsvoraus-
setzung, daB (G — x), also auch G{?, k unabhingige Dreiecke enthilt, was unserer
Voraussetzung widerspricht,.

Lemma 2. (z1, x3) sei eine Kante von Gf¥. Dann gilt
2) V@) + ¥ (wa) =n+k—1.
Eine leichte Rechnung zeigt
3) Vi k) — V(-2 k) =n—k+2k—2—1=n-+k—3,

wo in (3) das Gleichheitszeichen nur fiir » =< 40042 gilt, Wenn daher (2) falsch wiire,
wiirde aus (3) folgen, daBl

4) @ —m—a) =l —n—k+3=lnk)—n—k+3=U(n—2,k)

ist, Das Gleichheitszeichen gilt nur fiir L =V k) und n < 400%2. Aus unserer



Vol. XIII, 1962 Uber ein Extremalproblem in der Graphentheorie 225

Induktionsvoraussetzung folgt daher, daB (G{® — 1 — x3) k unabhingige Dreiecke
enthilt (fiir n > 400%2 wegen »(GfY — 21 — x3) > I'(n — 2, k) und fiir n < 400k2
wegen I'(n — 2, k) > l(n — 2, k)). Dies aber widerspricht unserer Voraussetzung.

Lemma 3. Jede Kante von Gf? kommt in mindestens k— 1 Dreiecken vor.
Aus Lemma 2 folgt sofort, daB mindestens £ — 1 Knotenpunkte mit beiden Knoten-
punkten der Kante verbunden sind.

Lemma 4. G{"” enthiilt mindestens k+ 2 unabhéngige Kanten, die keinen gemeinsamen
Knotenpunkt mit dem mazimalen System unabhingiger Dreiecke d., ..., d; haben.

Sei ¢;,..., € ein maximales System unabhingiger Kanten, die mit d,, ..., d;
keinen gemeinsamen Knotenpunkt haben. Ist » = & + 1, so sei @ ein Knotenpunkt
von G}:‘?’, welcher nicht mit den d; und e; inzidiert (wegen ¢t < k,r =k + 1 und
% > 20k muB es einen solchen Knotenpunkt geben). Wegen ¥ (z) > 5k (Lemma 1)
folgt aus t < k und r = k 4~ 1, daf} eine Kante (z, y) existiert, so dal y weder mit
den d; noch mit den ¢; inzidiert. Dies aber widerspricht der Maximalitit von .

Jetzt konnen wir Satz 1’ beweisen. Auf Grund des TurAxschen Satzes ist unser
Satz fiir & = 1 fir jedes » = 3 richtig. Also geniigt es, den Fall £ = 2 zu betrachten,
Nach Lemma 3 enthilt G{f?) mindestens ein Dreieck, daher ist also { = 1. Es seien
€1, ..., eg+a die nach Lemma 4 existierenden unabhingigen Kanten, die auch von
den dy, 1 < ¢ = t, unabhingig sind. Nach Lemma 3 gibt es zu jedem j,1 <j <
= k + 2, mindestens & — 1 Knotenpunkte x‘,’", 1=s=<k—1, die mit ¢ ein
Dreieck bilden (xf,f" kann mit xg" zusammenfallen, wenn j; =+ jz ist). Wegen der
Maximalitét von ¢ sind die ¢’ fiir jedes s und § mit den d¢ inzident.

Wir teilen nun die Kanten ¢;, 1 = j = k + 2, in zwei Klassen. In der ersten Klasse
sind die Kanten ¢;, fiir welche es ein Dreieck dpg), 1 < F(j) = £, gibt, so dal min-
destens zwei der Knotenpunkte 2, 1 < s < k — 1, mit dp( inzidieren. Die Anzahl
der Kanten der ersten Klasse kann aber hochstens ¢ sein, Wenn doch £ 4 1 Kanten
in der ersten Klagse wéren, so wiirde durch Schubfachschlul folgen, daB zwei Zah-
len j; und jg mit F(j,) = F(jz) = I existieren (1 <1 < #). Dann gibt es aber zwei
unabhingige Dreiecke [¢;,, y1] und [e;,, ¥2], wo 1 und y» Knotenpunkte von d; =
= dpy,) = dry,y sind, Offenbar sind dann die ¢ 4 1 Dreiecke dy, ..., dj-1, dis1,
.oy e, [e5,, 910, [eg,, y2] unabhéngig, dies aber widerspricht der Maximalitdt von f.

Fiir die Kanten der zweiten Klasse gehoren die ¢, 1 < s < k — 1, zu lauter ver-
schiedenen Dreiecken dy, 1 < ¢ =< {. Aus Lemma 4 und der eben bewiesenen Tat-
sache, daB die Anzahl der Kanten der ersten Klasse hochstens ¢ — also hochstens
k— 1 — ist, folgt, daB mindestens drei Kanten, z. B. ¢, €2, e3, in der zweiten
Klasse sind. Schon aus der Tatsache, daB es eine Kante in der zweiten Klasse gibt,
folgt, daB t =% — 1, also wegen t << k, t =k — 1 ist.

Zu jeder Kante e, 1 < j <3, gehoren & — 1 Knotenpunkte o, 1 <s =<k —1=¢, so
daB 2 mit d, inzidiert und [e;, 2] ein Dreieck von G§¥ ist. Wir konnen annehmen,
daB fiir jedes s z{ = 2{® = &{» ist. Wenn dies nicht der Fall wire, wenn also z.B.
2 + 2 ist, sind die ¢ + 1 = k Dreiecke

dl yarey d&.—l y d8.+1 yeray dﬁ ’ [61 3 x.(?:)} y [62 » x;(;?)]

offenbar unabhingig, was der Maximalitét von ¢ widerspricht.
Ardhiv der Mathematik X111 15
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Setzen wir nun z{) = a2l = (¥ = y,; y; inzidiert mit d;, 1 S s <t =% —1.
Wir behaupten nun die entscheidende Tatsache, dal jedes Dreieck von Gﬂ?) mit einem
der Knotenpunkte 1, ..., ¥x—1 inzidiert,

Um dies einzusehen, sei d ein Dreieck, das mit keinem der Knotenpunkte y1,...,%5-1
inzidiert. d kann nicht mit allen drei Kanten e, es, e3 einen gemeinsamen Punkt
haben, da sonst d, di, ... , dg—1 unabhéngig wiren, was unmoglich ist, Nehmen wir
also an, daB d und e; keinen gemeinsamen Knotenpunkt haben, Dann sind aber die
k Dreiecke d, [e1, ], 1 =t = k& — 1, unabhéngig, was unméglich ist. Hiermit ist
unsere Behauptung bewiesen.

Jetzt ist es aber ganz leicht, den Beweis von Satz 1’ zu beenden, Aus dem TURAN-
schen Satz folgt

k12
(5) V(G —yr— - — 1) < [—m—;—)—]
da (Gf¥ — g1 — **+ — yx—1) kein Dreieck enthélt. Die Anzahl der Kanten, die mit
Y15 «-« s Y—1 inzidieren, ist aber hochstens

E—1

©) d—nn—@-v+ (5.
Aus (5) und (8) folgt
(7) L =lnk)

und Gleichheit in (7) ist nur méglich, wenn sie auch in (5) und (6) gilt. Dann ist aber
offenbar G{¥ eben unser %™ und es muB n = 400%2 gelten. Damit ist Satz 1’ und
auch Satz 1 bewiesen,

Mit einem etwas komplizierteren Beweis konnten wir zeigen, da eine absolute
Konstante € existiert, so dafl Satz 1 schon fiir n > O - k gilt, und es wire leicht
eine grobe Abschéatzung fiir €' zu erhalten. Die Induktion miilite aber sowohl nach n
wie nach k gefithrt werden. Ich sehe aber nicht, wie man den genauen Wert von C
bestimmen konnte, Es ist leicht zu zeigen, daB fiir & = 2 Satz 1 fiir alle n = 7 richtig
ist, aber fiir n = 6 falsch ist. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser.

Wir wollen noch ohne Beweis folgenden Satz vom ZARANKIEVICz-DIRACschen
Typusl) aussprechen:

Satz 2. Es sei G ein Graph und &k = n (mod 2). Wir nehmen an, daf fir jeden
Knotenpunkt x von G ¥ (z) = = _2- § st Dann enthdlt G fir n > ng(k) & unab-

hingige Dreiecke.
Der Beweis ist a‘a‘.hnlich aber einfacher als der Beweis von Satz 1.

Vielleicht gilt aber Satz 2 fiir jedes k S , ® = k (mod 2). Fiir n = 3% ist dies

ein vor einigen Monaten bewiesener Satz von CORBADI und HAINAL [6].
Weiter gilt noch der folgende

1) In den Sitzen vom TurAnschen Typus folgern wir die Existenz gewisser Teilgraphen aus der
Anzahl der Kanten, in den Siitzen vom ZarRENKIEVICZ-DIRAcschen Typus ist die untere Grenze der
Valenzen der Knotenpunkte gegeben. Siehe noch die Arbeit [4] von Garrar und mir,
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Satz 3. Es sei n > ¢+ k, wo ¢ eine geniigend grofle absolute Konstante ist. Dann ent-
hiilt jedes G, i k Dreiecke, die paarweise keine gemeinsame Kante haben.
e B
Wir wollen hier Satz 3 nicht beweisen. Der Beweis ist dhnlich dem Beweise, den
ich in meiner Arbeit [7] benutzt habe.
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