Konstruktion von nichtperiodischen Minimalbasen mit der
Dichte + fiir die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen

Von P. Erdis, z. 7. in Mainz, und F. Hértter in Mainz

In einer fritheren Arbeit zeigte der zweitgenannte Verfasser [1], dafl es genau zwei

periodische Minimalbasen zweiter Ordnung mit der Dichte - fiir die Menge 3 der nicht-

2
negativen ganzen Zahlen gibt'). Die Frage, ob nichtperiodische Minimalbasen mit dieser
Eigenschalt existieren, blieb dabei offen; diese Frage soll nun im positiven Sinn beant-
wortet werden.

Wir konstruieren eine Minimalbasis 8 zweiter Ordnung fiir 3 wie folgt: Die Menge

B, = {0,1,2,3,6,7,8,13, 14, . . ., 50, 89, 90, 91, 92, 94, 96, 97} =

g :
= {byy byy by by, by, bs, by by, by v ooy Dagy basy Dagy bag, Dag, Dag, Dso, O3y

(b, <= by fiir & << p) ist — wie man sich leicht iiberlegt — Abschnitisbasis zweiter Ordnung
fiir 101. Dabei werden die Elemente b, — 2 und b, — 3 zur Darstellung von 5, das
Element b, = 6 zur Darstellung von 12, das Element b, = 7 zur Darstellung von 101
und das Element b, = 8 zur Darstellung von 11 bendtigt, denn man hat die eindeutigen
Darstellungen 5 =2 + 3,12 =6 + 6, 10l =7 -+ 94 und 11 = 3 4 8.

Nun setzen wir

N, = {102, ..., 500, 988} U 8],
wobei
B, = {1001 —z |2 €B, = 3 — By; 2 < 101}

— 900, 901, 902, 903, 906, 908, 913, 914, 915, . . ., 950, 989, 990, 991, 992, 996, 997}

ist. A, enthilt 400 + 50 = 450 Elemente, so dall wir
N, = {bga, bgyy -+ -y bsor) (b, < by fir o < f)

setzen kinnen und B, = A, U B, insgesamt 501 positive Elemente enthilt. Ferner ist
B, Abschnittsbasis zweiter Ordnung fir 1001, und 1001 hat die eindeutige Darstellung
1001 = 13 4988, d. h. b, = 13 wird zur Darstellung von 1001 benotigt.

Sei nun, in dieser Weise fortfahrend, fiir n = 3 die Menge

A, o= 1b i g G D

1
5. 10% 2 1a? 5.10"—"1 11}

(b, < by fiir o < B)

1) Wegen der anftretenden Bezeichnungen siehe [1] und Stihr [2].
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schon konstruiert, so daf also 9, , =%, ,U DB, , insgesamt 510"+ 1 positive
Elemente enthiilt, ¥, ;, Abschnittsbasis zweiter Ordnung fiir 10" 4- 1 ist und 10" 4 1
eine eindentige Darstellung mit b, , besitzt, d. h. b, , zur Darstellung von 10" 4 1
bendtigh wird.
Dann setzen wir
A, ={10"+2,...,5-10" 10" 1 —b,, JUSB, ,
mit
‘38:1 1 I-i-OHI:-J i l—= | x € %u—l = 3 a—13 g 10“ _I_ J-l}'

9, hat [6-10"— (10 + 1) +1] + [10" +1— (5 - 10" 4+ 1)] = 4 - 10"+ 5 - 10"

Elemente, so dall wir

A, = {b

b }b, < by fiir a << p)

] —
5101 42 i qgn— 480 T 10m 41

schreiben konnen und B, = %, U B, | insgesamt 5- 10" 4+ 1 positive Elemente enthalt.
Ferner ist B, — wie man sich leicht iiberlegt — Abschnittsbasis zweiter Ordnung
fir 10"*" 4+ 1, und 10"*" 4 1 hat die eindeutige Darstellung
10" 1 =8, 5+ (10" 1—b,. ),

d. h. b, wird zur Darstellung von 10" 4 1 benétigt.

&

o

Die Vereinigungsmenge B — U B, ist dann offenbar Minimalbasis zweiter Ordnung
=1

fiilr die Menge 3 aller nichtnegativen ganzen Zahlen und nicht periodisch. Um nun zu
zeigen, dal} die so konstruierte Menge B die (Schnirelmannsche) Dichte 3 - hat, beachten
wir zuniichst, dafl die Anzahlfunktion B,(x) = 2 ist fir = 101 und aufgrund der
Konstruktion tiir die Anzahlfunktion der Komplementirmenge

B(z) + 1 fir 0=z < by
B (x) fir by = a = 101

B,(101) — B, (101 —z — 1) :{
ailt ®). Also wird

By(2) +1= 5 +1
B (900 4 2) = B,(101) — B,(101 — 2z — 1) =

@
By@) =5
und, indem man 900 4+ 2 —= y setzt,
) ; (y —900) - 1 far 900 = y << 900 - by
Bi(y) =1 _
2 (yy — 900) fiir 900 4 by =<y = 1001.
Fiir die Anzahlfunktion der Menge 98, haben wir aufgrund der Konstruktion B,(x )gi:
fiir & < 900 und
450 + B|(z) = 450 + i (@—900) 1 =2 fiir 900 <z < 900 + by
By(@) =
450 + Bj(2) = 450 4 L w—000) = ;’ fiir 900 + b, < 2 < 1001;
2} Unter der Anzahlfunktion L{xz) der Menge A = 3 verstehen wir A(z) = 2/ 1, wobei leere Summen
eleieh 0 gesetzt werden, ﬂ‘:gifz
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ferner ist
T T B,(z) + 1 fir 0<ax<b,
2(1001) — By —g—L= B,(x) fiir b, < z < 1001
und somit
B By(x) + 1 = 2" il |
B} (9000 + z) = B,(1001) — B,(1001 — z—1) = x
By(x) = o

und, indem man 9000 4 z = y setzt

é (y — 900) + 1 fir 9000 = y < 9000 + b,
Bi(y) = 1
03 (y — 9000) fiir 9000 + b, =y = 10001.

Nun schlieffen wir induktiv: Sei schon gezeigt (fiir n = 3)

B, .(x) = z fiir 2 < 10" 4+ 1

und

B, () +1fir0=2<bh,,,

B,..(0" + 1) — B, ,(10" — =) = {Bﬂ_l(:r) fiir b,,, <z <10+ 1,

d. h.

B, (910" + ) = B, (10" + 1) — B, (10 —z) = |

oder mit 9-10" 4 x =y

n+4

i (y —9-10") 4+ 1 fir 9- 10" =y < 9- 10"+ b
/ o |2
Bn—l(y} = 1

T@—9-107  fir 9-10% 4 B, Sy < 107 41,

n+

Dann folgt fiir die Anzahlfunktion der Menge 8, aufgrund der Konstruktion

B, (%) 3:“‘ fiir z < 10" + 1,

B,,_l(i()"-{-1)+[5-10"-—(10“+1)]——5-1()"‘]-|-1-14-10“ 1=9-5-10"1>2

=9
fiir m<’9 10",

B,(®) = { 4-10"+5-10"1+ B._,(x) = 410" + 5 - 10*! 1-,) (@—9-10™ +1 = i
fir 9-10" <2 << 9-10" b

nt+4r
410"+ 510" + B, (z) = 4 - 10ﬂ+5-10"-1+3(x—9-10“);;--'_-:}
fiir 9+ 10" 4 b, = x < 10" 41
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und auflerdem
_ B,(xz) + 1 fiir 0 =z <b

n+1 _— ntl = L ! == n+5

B0+ 1) = B (0™ =) {B,,(x) fiir by, < o < 107 41,

+1

also

(IS IR

B,(9- 10" + z) = B, (10" + 1) — B, (10" — 2) >

oder mit 9- 10" -z =1y
—;- (y—9-10"Y) + 1 fir 9- 1071 <y < 910" 1,

Byy)z1;
5 fir 9-10" 4+ b, . <y < 10" 1.
Daraus geht hervor, dall die Menge 8 die Dichte % hat.
Man erkennt leicht, daB sich auf diese Art kontinuierlich viele nichtperiodische

(y —9 - 10"

: . . ) 1 .
Minimalbasen mit der Dichte 3 konstruieren lassen.
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