Asymptotische Untersuchungen iiber die Anzahl der Teiler von n
Professor C. L. SIEGEL zu seinem 70. Geburtstag gewidmet

P. ErRDOS

d(n) sei die Anzahl der Teiler von n. Folgende asymptotische Formel ist
wohlbekannt [1]:

X

(1) Y d(n)=xlogx+(2C —1) x + O(x?*), x=15/46

n=1
(C ist die Eulersche Konstante),

(1) gilt wahrscheinlich fiir jedes # > 1/4 ; diese alte Vermutung scheint aber
sehr tief zu liegen. LiINNIK und VINOGRADOFF [2] zeigten, dal} fiir jedes >0
(2) Y d(x +u) < c,x* logx

n=1

gilt. Es wire sehr interessant, (2) zu verschirfen; wahrscheinlich gilt fiir
jedes >0
(3) Z dix+u)=(1+o(l) x*logx.

u=1
Wenn die Aussage (3) wahr ist, liegt sie wohl sehr tief.

Es sei f(x) = xt'o#smonosees Vielleicht gilt

£ix)
(4) Y d(x+u)=(1+0(1)) f(x)logx.

u=1
(4) ist sicher falsch fiir f(x) = xl°#2/loeloex weoen der sehr groBen Werte, welche
d(n) annimmt, wenn n durch viele kieine Primzahlen teilbar ist [3].

Wir kénnen aber viel schiirfere Resultate zeigen, wenn wir (4) nicht fiir alle,
sondern nur fiir fast alle x fordern. TsuNGTAO CHIH' zeigte, daB, wenn
f(x)/(logx)"—0, fiir fast alle x (i.e. fiir alle x mit der moglichen Ausnahme von
einer Folge der Dichte 0) gilt:

fix)

(5) Y d(x+u)=f(x)logx+(2C —1) f(x)+o(f(x)).
=1

In dieser Arbeit werden wir ein schwiicheres Resultat als (5) erhalten, aber unser
[f(x) wird nicht so rasch gegen unendlich streben miissen. In gewissem Sinne
wird unser Resultat bestmdglich sein.

' Das Resultat von TsunGTao CHit erschien ohne Beweis in den Comptes Rendus du Premier
Congrés des Math. Hongrois 1950, Ich weil nicht, ob der detaillierte Beweis publiziert ist.
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Satz 1. Es sei h(x) eine beliebige wachsende Funktion, die mit x gegen Unend-
lich strebt. Es sei

£(x) > (log x)?1082 ~1 ghtx) (loglog) /2

Dann gilt fiir fast alle x
Six)

(6) Y d(x+u)=(1+o0(1)) f(x) logx.

(6) lift sich nicht weiter verschdrfen. Ist namlich
f(X} = [logx).llogZ 1 C{}ug[gsx}uz 1

so gilt (6) nicht mehr fiir fast alle x.
Zunichst wollen wir (6) beweisen. Wegen des langsamen Anwachsens von
log x wird es offenbar geniigen, wenn wir folgendes zeigen kénnen:
Es sei
t=(log x)3los2-1 () loglogx)!72

Dann gilt fiir alle y <x mit etwaiger Ausnahme von o(x) Werten von y

(7) Y dy+i)=(1+o(1)tlogx.

i=1

(7) wiirde sofort mit einem von TURAN [4] angewendeten Kunstgriff folgen,
wenn wir beweisen konnten, dal3

x t 2
(8) Ix)= ) (Z d{y—f—ﬂ—tlogx) =o(x(t logx)?)
y=1

i=1
gilt. Wir werden jedoch zeigen, daB (8) in dieser Form nicht richtig ist. Offen-
bar gilt

I(x)=x(tlogx)* — 2t*log x i d(y) +
9) =
+2 Y Zd(y+t d(y+r2}+12d2{y)+o(x)

lSig<iast y=1 y=

Das Fehlerglied o(x®) rithrt von den Zahlen y+ i> x (diese sind alle <x+1)
her. Wegen (1) ist nun

1sip<i;st y=1

(10) I(x)=—(1+o(1)x(tlogx)*+2 i d(y+i|)d{y+i2]+ti d*(y).
y=1

Ein Resultat von INGHAM [5] besagt dann fiir i, — i, =k %0 (k ist unabhingig
von Xx):

£ 1
(11) Y {1+:1)d{y+12]-—(1+01}) Z LT x(logx)?.

y=1 1k
Wir brauchen allerdings die Verschirfung, daB (11) fiir alle 1 i, <i, ¢
gleichmiBig gilt. Dies a6t sich aber ohne jede Schwierigkeit mit der Ingham-
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schen Methode zeigen und kann dem Leser iiberlassen werden. Aus (11) folgt
(da o(1) gleichmiBig in i, und i, ist)

x 6 1
3 Y dy+i)d(y+iy)=(1+o(l)) 3 x(logx)* ) by T
1<iy<izst y=1 1=iy<izst lia—i
Nun gilt
1 ¢ 1 L
l=ihp<izsr lfia—iy =1 is—=i1=0{modl) =1
l‘l-;<i2§I
2 n’
=(1+o(1)t? [Zl £Ta =(l+o(l)t o
Daher ist
(12) 3, Z(Iy+t _}+r}—(1+0{1) [r]ogx) .
lsiy<iz=r y=1
Aus (10) und (12) folgt nun
(13) I(x)=rZdl(}-‘}-i-o(x{rlogx]z).
y=1

(8) wiirde nun sofort aus (13) folgen, wenn

(14) i d*(y)=o(xt(logx)?)

y=1
gilte. RAMANUJAN [6] zeigte aber, dal}

Z d*(y)=(1 +0{1)}— x(logx)?

y=1
ist. Also gilt (14) nur fir t/logx— cc, und um (7) zu beweisen, brauchen wir
noch einen neuen Kunstgriff. v(n) sei die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren
von n, und F(n) sei die Anzahl der Primfaktoren von n nach Multiplizitit ge-
zéhlt (also wenn n= ITp¥, dann ist F(n) = Zo;). Unser entscheidender Hilfssatz
besagt nun

Hilfssatz 1
Zyd(y)=(1+o(1)) x logx,

wo in X, die Summmf(m iiber die Zahlen 1 <y < x erstreckt ist, fiir welche

F(y)<2loglogx + —h{\c ) (loglogx)!/? is

Der Beweis des H!lfssatzes ist recht einfach. A(z) sei die Anzahl der Zahlen
u <z, fir welche
1/2

1
F(u) = loglogx + i h(x) (loglogx)

ist. Offenbar gilt

(15) Yadin) ézi ( ) Z[ J
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wo in ) , die Summation iiber die Zahlen 1 < n < x liuft, fiir welche F(n)>
> 2 loglogx + ,])— h(x) (loglogx)"?ist,und in ) "ist I <t < x, F(t) = loglogx +
+ ; h(x) (loglog x)'/.

(15) folgt sofort durch Umkehrung der Ordnung der Summation und aus
der Bemerkung, dall, wenn n =uw und F(n)> 2 loglogx + %h(x) (loglogx)'/?

ist, dann |
max (F (), F(w)) > loglogx + T h(x) (loglogx)"2

ist. Nach einem bekannten Satz von HARDY und Ramanusan [7] gilt

A(3)=(2)
t t
Daher ist offenbar .
(16) Y A (:) — o(x logx).
=1
Die Anwendung der Stirlingschen Formel zeigt nun durch eine leichte Rechnung
- 1 12
(in Y ist k> loglogx + X:’r(x} {Ioglogx]l'“)

z’[ﬂgxz—' < P(Ea) s

p.x P

(7) 10E¥+( Vi é(loglogx + ¢, )
z g <{,2x2u glog> 1
k

P =o(xlogx).

k
Wegen (15), (16) und (17) gl]l nun
(18) Y5 d(n)=o(xlogx).

Hilfssatz 1 folgt nun aus (1) und (18).
Jetzt wollen wir (7) beweisen. Zunichst zeigen wir, daB fiir alle y < x mit
etwaiger Ausnahme von o(x) Werten von y (in ), lauft die Summation iiber

die 1 =i <1, fir welche F(y+i)<2loglogx + Lh(vc} (loglogx)'/? ist):

(7) Yidy+i)=(1+o(1))tlogx.

Um (7') zu zeigen, setzen wir (wie in (8))

Z (>, d(y+i)—tlogx)* = x(t logx)* —

(19) < —2%logx Y, d)+2 Y Yidy+ipd(y+iy)+

y=1 =i <ix=r y=1

+t ildz{yl+o[x‘).
L. J‘=1
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|
Da aber fiir die y in Y, F(y)<2loglogx+ 5 h(x) (loglogx)'/? gilt, ist fiir

diese y wegen d(y) < 29 (expz = ¢7)

d*(y») Zd(y) exp([og?.(z loglog x + % h(x) (log]ogx}"’z))‘

Dabher folgt aus (1) und der Definition von t

il d*(y) < (1 +o(1)) exp(logZ (2 loglogx + %h{x] (log logx)i""l)) i d(y)
y=1

y=1
(20) = o(xt(logx)?).

Wir setzen nun

2 Y Yady+i)dy+i)=T(x).

12§ <izst y=1

Dann gilt wegen (19), (20) und Hilfssatz 1

(21) I'(x)= —x(tlogx)* + T(x) + o(x(t logx)?).
Wegen (19) ist offenbar I'(x) = 0, daher folgt aus (21)
(22) T(x) = (1 +o(1)) x(t logx)?.

Andererseits aber folgt aus (12) offenbar

(23) Tx)<2 Y id(y+i,)d(y+£2]=(l+o(l})x(rlogx]2.

l=ip<iz=sr y=1

Aus (22) und (23) folgt aber

(24) T(x)= (1 + o(1)) x(t log x)* .
Endlich folgt aus (21) und (24)
(25) I'(x) = o(x(t logx)?).

(7') folgt aus (25) (wie in [4]) mit Hilfe der Tchebicheffschen Ungleichung,
(7) folgt aus (7') durch eine leichte Rechnung. Es seien y, < <y, < x die
Zahlen, fiir welche

(26) Y 2d(y;+i)>etlogx
i=1

ist (in Y, ist die Summation iiber diejenigen 1< i<t erstreckt, fiir welche
1 . ;

F(y;+i)=2loglogx + 5 h(x) (loglogx)'/? ist). Um (7) aus (7) zu gewinnen,

geniigt es offenbar zu zeigen, daB k = o(x) ist. Offenbar folgt aus (26), (1) und (18)

k t x+1

ektlogx< ) Y,d(y;+i)<t Y ,d(y)=o(xt logx),

=1 i=1 y=1

daher folgt k= o0(x) und hiermit ist (7) bewiesen.
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Um den Beweis von Satz 1 zu beenden, wollen wir nun zeigen, daB (6) sich
nicht verschiirfen liB3t. Wegen des langsamen Anwachsens von logx geniigt es
nachzuweisen, dal3, wenn wir

= 12
rl - {log J‘:)ZIOSZ 1 ec(!ogluﬁx}

setzen, die Anzahl der Zahlen y = x, welche

t
(27) Y dy+i)=(1+o(1))t, logx
i=1
nicht befriedigen, nicht o(x) ist.

Um dies einzusehen, bemerken wir zunidchst, dall, wenn eine Zahl
y<u=Zy-+t, mit
(28) v(u) > 2 loglog x + c(loglogx)'/* + 1

existiert, offenbar

Y dly+i)>d(u)=2"" =21 logx

i=1
gilt. Also ist (27) fiir diese Zahlen nicht befriedigt. Wir kénnen zeigen, dal3 die
Anzahl der Zahlen y < x, fiir welche ein u mit y <u < y+t, existiert, das (28)
befriedigt, groBer als cyx ist. Doch ist der Beweis recht mithsam, und wir
koénnen auch ohne diesen Satz durchkommen.

Wir werden annehmen, dal} (27) fiir fast alle y < x gilt, und werden daraus
einen Widerspruch erhalten. Wenn nidmlich (27) fiir fast alle y wahr wire,
so gibe es nach dem Gesagten fiir fast alle y < x kein y<u < y+1,, welches
(28) befriedigt. Weiter wire aber

(29) Y3 Ydy+i)=(1+o(1) xt, logx,
y i=1
wo in ) ;y iiber die Zahlen 1 <y < x lduft, die (27) befriedigen. Nach dem
Gesagten folgt aber, dal3, wenn y (27) befriedigt, fiir alle Zahlen y<u =< y+¢,
gilt:
(30) v(u) <2 loglogx + c(loglogx)"2 + 1.
Daher erhalten wir

x+iy

(31) Ya 2dly+i)<t; Yadu)y=t; ) 4d(u)+o(x).
y i=1 u=1 u=1
In ), lauft u iiber die Zahlen, fiir welche (30) gilt. Wegen (29) und (31)
folgt endlich

X

(32) Y adw)=(1+o0(1)) x logx.

u=1

Hilfssatz 2.
Y sd(u)>cyxlogx,

wo in ) s v(u)>2loglogx + c(loglogx)'/? + 1 ist und ¢ nur von ¢ abhdngt.
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Offenbar gilt (wie in (15))

(33) ugfmut>263(§9.

wo in Y, t liber die Zahlen 1 =t < x lauft, fiir welche v(f) >loglogx ist und
B(%) die Anzahl der Zahlen y = x/t bedeutet, fiir welche v(y) > loglogx +
+c(loglogx)''? + 1 gilt. Nun folgt aus einem Satz von KAc und mir [8], daB3

fiir ¢ < x'/2
X X
ist, wo ¢, nur von ¢ abhiingt. Wegen (33) und (34) folgt daher
l
(35) Zs g Z-,

u=1
woin Y, 1 <t =x'? und v(1)> loglogx ist.
Durch nochmalige Anwendung des Satzes von Kac und mir folgt durch
eine leichte Rechnung

l
(36) o + es logx.

Hilfssatz 2 folgt nun sofort aus (35) und (36). Offenbar ist aber

x

Y d( Z4d{u}+ st{u

u=1 u=1 u=1
Daher widersprechen sich (1), (32) und Hilfssatz 2, und damit ist Satz 1 voll-
stindig bewiesen.
Mit etwas mehr Miihe kénnten wir folgenden etwas stirkeren Satz beweisen.
Satz 2. Es sei h(x) eine beliebige Funktion, die mit x gegen Unendlich strebt.
Dann ist fiir jedes ¢ >0 die Dichte der Zahlen x. fiir welche fiir jedes

= 1/2
> (longE log2 -1 eh{x‘l{luglogx}

Ydx+i<l+e

l—e<
tlogx /&

gilt, immer 1.
Den Beweis, der aus Satz | leicht folgt, wollen wir dem Leser tiberlassen.
Es sei r(n) die Anzahl der Lésungen von n=u?+ v Wir kénnen mit
dhnlichen Methoden folgenden Satz beweisen, der ebenfalls bestméglich ist:
Satz 3. Es sei h(x) eine beliebige Funktion, die mit x gegen Unendlich strebt.
Dann ist fiir jedes ¢ >0 die Dichte der Zahlen x, fiir welche fiir jedes
t> 2Iug logx+ hix) (loglogx)t/2

]

L-g< o Z <l+e

gilt, immer 1.
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Wir werden Satz 3 hier nicht beweisen, da der Beweis sehr dhnlich (aber

etwas miithsamer) dem Beweise von Satz 1 und 2 ist. Anstatt [5] brauchen wir
X

hier einen Satz von ESTERMANN iiber ) r(n)r(n+i) [9].

n=1

Es sei

G(n) = max (7“ )i i;)d(n + r’J) ;

Wegen (1) gilt fiir alle n G(n) = 1, es scheint wahrscheinlich zu sein, daB3 G(n)
eine Verteilungsfunktion besitzt, also dal3 die Dichte der Zahlen mit G(n) <C
fir jedes C existiert und mit C— oo gegen 1 strebt. Die Existenz der Dichte
konnte ich nicht zeigen. es folgt aber leicht aus (1), daB die untere Dichte der
Zahlen mit G(n) < C gegen | strebt, wenn C— oo strebt.

Eine zahlentheoretische Funktion g(n) heile multiplikativ, wenn fiir
(a,b)=1 gla-b)=gl(a)- g(b) gilt. Mit Hilfe der in dieser Arbeit angewendeten
Methode und mit Hilfe von [10] kénnen wir unschwer den folgenden Satz
beweisen.

Satz 4. Es sei h(x) eine beliebige Funktion, die mit x gegen Unendlich strebt,
und g(n) sei eine multiplikative reellwertige Funktion, fiir welche die Reihen

x - ¢ 2
(37) y gp-1 v (g_(_p}‘z )*

x

P P Pz P
konvergieren. Bekanntlich [10] existiert dann der Mittelwert

1
lim— Y gk)=a, a+0, oa%w0.

n=w =

Es sei £ >0 beliebig. Dann ist die Dichte der Zahlen x, fiir welche fiir alle
t> hix)

I t
(1-ga<— Y glx+i)<(l+e)a
i=1
gilt, immer 1.
Satz 4 1dBt sich fiir die Funktionen ¢(n) und a(n) anwenden.
Fiir die reell-wertigen multiplikativen Funktionen, die (37) befriedigen,
konnen wir mit den Methoden von [11] zeigen, dall

I
max - 3 igly(n + 1)
eine Verteilungsfunktion hat, doch ist der Beweis recht miihsam.
Wahrscheinlich gilt Satz 4 fir alle nicht-negativen multiplikativen Funk-
tionen, die einen endlichen von 0 verschiedenen Mittelwert besitzen. Wenn wir
aber die Bedingung der Positivitit fallen lassen, kann ich nichts Verntinftiges
beweisen, selbst fiir die Funktionen g(n) und A(n) nicht.
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