
Asytnptotische Untersuchungen über die Anzahl der Teiler von n
Professor C . L . SIEGEL zu seinem 70 . Geburtstag gewidmet

P. ERDÖS

d(n) sei die Anzahl der Teiler von n. Folgende asymptotische Formel ist
wohlbekannt [1]

x
(1)

	

Y d(n) = x logx + (2C - 1) x + 0(x'), x=15/46
n=1

(C ist die Eulersche Konstante) .
(1) gilt wahrscheinlich für jedes a > 1/4 ; diese alte Vermutung scheint aber

sehr tief zu liegen . LINNIK und VINOGRADOFF [2] zeigten, daß für jedes x > 0
x ,

(2)

	

1 d(x + u) < c,x' logx
u=1

gilt. Es wäre sehr interessant, (2) zu verschärfen ; wahrscheinlich gilt für
jedes x > 0

xx
(3)

	

~I d(x + u) = (1 + o(1)) xx logx .
n=1

Wenn die Aussage (3) wahr ist, liegt sie wohl sehr tief .
Es sei j '(x) > xl"9' E„l°g`°gx Vielleicht gilt

f(x)
(4)

	

Z d(x+u)=(1+o(1)) f(x)logx .
u=1

(4) ist sicher falsch für f(X) = x l0 2 oglogx wegen der sehr großen Werte, welche
d(n) annimmt, wenn n durch viele kleine Primzahlen teilbar ist [3] .

Wir können aber viel schärfere Resultate zeigen, wenn wir (4) nicht für alle,
sondern nur für fast alle x fordern . TSUNGTAO CHIH 1 zeigte, daß, wenn
f (x)/(log x)6 -, 0, für fast alle x (i . e . für alle x mit der möglichen Ausnahme von
einer Folge der Dichte 0) gilt

f(x)
(5)

	

Z d(x + u) = f (x) logx + (2C - 1) f(x)+o(f(x)) .
u=1

In dieser Arbeit werden wir ein schwächeres Resultat als (5) erhalten, aber unser
j'(x) wird nicht so rasch gegen unendlich streben müssen . In gewissem Sinne
wird unser Resultat bestmöglich sein .

' Das Resultat von TsUNGTAO CHiH erschien ohne Beweis in den Comptes Rendus du Premier
Congrés des Math . Hongrnis 1950 . Ich weiß nicht, ob der detaillierte Beweis publiziert ist .
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Satz 1 . Es sei h(x) eine beliebige wachsende Funktion, die mit x gegen Unend-
lich strebt. Es sei

f(x) > (logx)2log2-1 e n(x)(1og log )1i2 .

Dann gilt für fast alle x
I ( x)

(6)

	

~ d (x + u) _ (1 + 0(1)) f (x) log x .
u=1

(6) läßt sich nicht weiter verschärfen . Ist nämlich
f(X) _

(log x)2
log 2 - 1 e'(lo g" g x) 1 1 2

so gilt (6) nicht mehr für fast alle x .
Zunächst wollen wir (6) beweisen. Wegen des langsamen Anwachsens von

log x wird es offenbar genügen, wenn wir folgendes zeigen können :
Es sei

t = (log x)21og 2 -1 e h (x) (log lag x)1 /2 .

Dann gilt für alle y < x mit etwaiger Ausnahme von o(x) Werten von y
1

(7)

	

1 d(y + i) _ (1 + 0(1)) t log x .
i=1

(7) würde sofort mit einem von TURÄN [4] angewendeten Kunstgriff folgen,
wenn wir beweisen könnten, daß

2(8)

	

1(x) =

	

d(y + i) - t logx l = o(x(t logx) 2 )
y=1 1-1

gilt. Wir werden jedoch zeigen, daß (8) in dieser Form nicht richtig ist . Offen-
bar gilt

(9)

x
I(x) = x(t logx)2 - 2t21ogx Y d(y) +

y=1
x

	

x
+2

	

d(y+i,)d(y+i2)+tYd2 (y)+0(XE) .
1<i1<i2~1 y = 1

	

y= 1

Das Fehlerglied o(x') rührt von den Zahlen y + i > x (diese sind alle _<_ x + t)
her. Wegen ( 1) ist nun

x

	

x
(10) 1(x) = -(1+0(1))x(tlogx)2+2

	

y~

	

~: d(y+i,)d(y+i2)+t~: d 2 (y) .
1<i1<i2<1 y=1

	

y= 1

Ein Resultat von INCHAM [5] besagt dann für i 2 - i 1 = k + 0 (k ist unabhängig
von x) :

x
(11)

	

~d(y+i,)d(y+i2)=(1+0(1))-6z~ 1 x(logx) 2 .
y=1

	

l~k 1

Wir brauchen allerdings die Verschärfung, daß (11) für alle 1 < i 1 < i 2 < t
gleichmäßig gilt. Dies läßt sich aber ohne jede Schwierigkeit mit der Ingham-
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sehen Methode zeigen und kann dem Leser überlassen werden . Aus (11) folgt
(da o(1) gleichmäßig in i l und i 2 ist)

x

	

6

	

1
y

	

d(y+ijd(y+ i2)_(1+0(1))	2	 x(logx) 2

	

Z - .
15i,<i2<_t Y=1

	

Tl

	

1<it<i2<_t 11i2-i1 l

Nun gilt

1

	

1 y 1= y t2Y

	

-

	

2 + o(t)
1<i1<i2-<t lii2-i1

	

1=Y-1 l i2-it_0(modl)

	

!=1 21
1<iI<i2<1

(1 + 0(1)) t 2 1~ -212 = (1 + O(1)) t2	
12 .

Daher ist

(12)

	

Z

	

Zd(y+i 1)d(y+i 2)=(1+0(1)) 2(tlogx) 2 .
1<i,<i2 <t Y=1

Aus (10) und (12) folgt nun

(8) würde nun sofort aus (13) folgen, wenn
x

(14)

	

1 d 2(y)=0(xt(logx) 2)
v=1

gälte. RAMANUJAN [6] zeigte aber, daß

d 2(y) _ (1 + 0(1)) ~2 x(logx) 3

Y=1

ist. Also gilt (14) nur für t/logx-> oc, und um (7) zu beweisen, brauchen wir
noch einen neuen Kunstgriff. v(n) sei die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren
von n, und F(n) sei die Anzahl der Primfaktoren von n nach Multiplizität ge-
zählt (also wenn n = H p i i, dann ist F(n) _ B(x i) . Unser entscheidender Hilfssatz
besagt nun

Hilfssatz t .
E1 d(y) _ (1 + 0(1)) x log x ,

wo in E 1 die Summation über die Zahlen 1 _<_ y <= x erstreckt ist, für welche

F(y) <_2loglogx+ 2 h(x) (loglogx) 1 / 2 ist.

Der Beweis des Hilfssatzes ist recht einfach . A(z) sei die Anzahl der Zahlen
u < z, für welche

ist . Offenbar gilt

(15)

x

x
(13)

	

I(x)=t Y,
d2(y) +0(x(tlogx) 2 ) .

v=1

P . ERDÖS :

F(u) > loglogx+ -4	 h(x) (loglogx) 1 i 2

~z d(n) < ty1 A( t ) + Y-1 1 t J'
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Wo in Y,2 die Summation über die Zahlen 1<_ n 5 x läuft, für welche F(n) >

> 2 loglogx +	1h(x) (loglogx) i / 2 ist, und in ~' ist 1-< t < x, F(t) >_ loglogx +

+
1

h(x) (loglogX)l12 .

(15) folgt sofort durch Umkehrung der Ordnung der Summation und aus

der Bemerkung, daß, wenn n=uw und F(n) > 2loglogx+ 2 h(x) (loglogx)t12

ist, dann
max(F(u), F(w)) > loglogx + 4 h(x) (loglogx)'/ 2

ist. Nach einem bekannten Satz von HARDY und RAMANUJAN [7] gilt

AI t) -o ( t)
Daher ist offenbar
(16)

	

~A=o(xlogx) .
, , (xt)

Die Anwendung der Stirlingschen Formel zeigt nun durch eine leichte Rechnung

I in Y," ist k > loglogx +	 1h(x) (loglogx)'/ 2)
v

Z , [-t- <_xz'-t <XE' k!(~	 pQ )
k
<

(17)
(log logx+c,)k

	

„ ek(loglogX+c
<x~'	ki	<c2x~	kk+„2

	

=o(xlogx).

Wegen (15), (16) und (17) gilt nun
(18)

	

>2 d(n) = o(x log x) .
Hilfssatz 1 folgt nun aus (1) und (18) .

Jetzt wollen wir (7) beweisen. Zunächst zeigen wir, daß für alle y < x mit
etwaiger Ausnahme von o(x) Werten von y (in Yr läuft die Summation über

die 1 _< i _<_ t, für welche F(y+ i) < 2loglogx+	 1h(x) (loglog x) t i 2 ist)

(T)

	

~, d(y + i) _ (1 + 0(1)) t log x .
Um (T) zu zeigen, setzen wir (wie in (8))

(19)

x
l'(x) _

	

(:, d(y + i) - t logx) 2 = x(t log x) 2 -

x

	

x
-2t2 logx ~: i d(y)+2 ~

	

y-

x

+t ~: t d 2 (y)+o(xE) .

,d(y+i,)d(y+iz)+

Y=1
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Da aber für die y in ~, F(y) < 2 log log x+ 2 h(x) (loglogx)'/' gilt, ist für

diese y wegen d(y) < 2 F( Y) (exp z = e')

d'(y) <= d(y) exp(log2(2loglogx+ 2 h(x) (loglogx)'/z~) .

Daher folgt aus (1) und der Definition von

	

/
t

Y, d'(y) < (1 + 0(1)) exp(log2 (2 loglogx +
2

	 h(x) (loglogx)1/2» ~ d(y)

Wir setzen nun

(26)

= o(xt(logx) 2 ) .

x

x

P . ERDÖS :
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Z,d(y+i1)d(y+iz)=T(x) .
1<=i,<z=r Y=1

Dann gilt wegen (19), (20) und Hilfssatz 1
(21)

	

I'(x) _ -x(t logx)' + T(x) + o(x(t logx) 2 ) .

Wegen (19) ist offenbar I'(x) >= 0, daher folgt aus (21)
(22)

	

T(x) >_ (1 + 0(1)) x(t log x)' .

Andererseits aber folgt aus (12) offenbar

(23)

	

T(x) <= 2 Z

	

1 d(y + ü) d(y + i z ) _ (1 + 0(1)) x(t log X)2 .

1<_il<iz5t Y= 1

Aus (22) und (23) folgt aber
(24)

	

T(x) _ (1 + 0(1)) x(t logx) 2 .

Endlich folgt aus (21) und (24)
(25)

	

I'(x) = o(x(t log x) 2 ) .

(T) folgt aus (25) (wie in [4]) mit Hilfe der Tchebicheffschen Ungleichung .
(7) folgt aus (T) durch eine leichte Rechnung . Es seien y, < . . . < y, _<_ x die

Zahlen, für welche

Y-zd(y; + i) > etlogx
i=1

ist (in Z2 ist die Summation über diejenigen 1 <_ i <_ t erstreckt, für welche

F(yj + i) > 2 loglogx +	2 h(x) (loglogx)'/ 2 ist) . Um (7) aus (T) zu gewinnen,

genügt es offenbar zu zeigen, daß k = o(x) ist . Offenbar folgt aus (26), (1) und (18)
k

	

t

	

x+1

aktlogx< Z Zzd(y,+i)<tE 2 d(y)=o(xtlogx),
i=1 i=1

	

Y =1

(20) Y 1

	

Y= l

daher folgt k = o(x) und hiermit ist (7) bewiesen .
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Um den Beweis von Satz 1 zu beenden, wollen wir nun zeigen, daß (6) sich
nicht verschärfen läßt . Wegen des langsamen Anwachsens von logx genügt es
nachzuweisen, daß, wenn wir

t, _ (logx)2tog2-1 ec(log logx) 1 / 2

setzen, die Anzahl der Zahlen y < x, welche

(27)

	

d(y+i)=(1 +o(1)) t, log x
i=1

nicht befriedigen, nicht o(x) ist .
Um dies einzusehen, bemerken wir zunächst, daß, wenn eine Zahl

y<u<y+t, mit
(28)

	

v(u)>2 loglog x + c(log log X) 1/2 + 1

existiert, offenbar

d(y + i) > d(u) >_
2v(u) >= 2 t, logx

i=1

gilt. Also ist (27) für diese Zahlen nicht befriedigt . Wir können zeigen, daß die
Anzahl der Zahlen y :9 x, für welche ein u mit y < u :9= y + t, existiert, das (28)
befriedigt, größer als c,x ist . Doch ist der Beweis recht mühsam, und wir
können auch ohne diesen Satz durchkommen .

Wir werden annehmen, daß (27) für fast alle y :9 x gilt, und werden daraus
einen Widerspruch erhalten . Wenn nämlich (27) für fast alle y wahr wäre,
so gäbe es nach dem Gesagten für fast alle y <_ x kein y < u < y + t,, welches
(28) befriedigt . Weiter wäre aber

t t

(29)

	

E3

	

d(y + i) _ (1 + 0(1)) xt, logx ,
y

	

=1

wo in 13 y über die Zahlen 1 _<_ y < x läuft, die (27) befriedigen . Nach dem
Gesagten folgt aber, daß, wenn y (27) befriedigt, für alle Zahlen y < u :g y + t,
gilt
(30)

	

v(u) <= 2loglogx+ c(loglogx) 112 + 1 .
Daher erhalten wir

tt

	

x+"

	

x
(31)

	

Z3 Ed(y+i)<t, E 4 d(u)=t, Y,4d(u)+o(x£) .
y

	

i=1

	

u=1

	

u=1

In Y,4 läuft u über die Zahlen, für welche (30) gilt . Wegen (29) und (31)
folgt endlich

x
(32)

	

E 4 d(u) _ (1 + 0(1)) x log x .
u=1

Hilfssatz 2 .
X

Y, d(u) > c 3 x log x,
u= I

wo in Y, v(u) > 2loglogx + c(loglogx) 1 / 2 + 1 ist und c 3 nur von c abhängt.
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Offenbar gilt (wie in (15))

(33)

	

15 d(u)> Z6 B
t
) ,

U=L

wo in Y6 t über die Zahlen 1 :9 t :9 x läuft, für welche v(t) > loglogx ist und

B( x
l
die Anzahl der Zahlen y :9 x/t bedeutet, für welche v(y) > loglogx +

t
+ c(log log X ) 1 /2 + 1 gilt. Nun folgt aus einem Satz von KAC und mir [8], daB
für t<x' /2

(34)

	

B(
t
x

>c,
x
t

ist, wo c4 nur von c abhängt. Wegen (33) und (34) folgt daher

(35)

	

Y-5 d(u) > c4 x ~ 17

	

>
u=,

	

t

wo in Y,, 1 <_ t -<_ x'/ 2 und v(t) > log logx ist .
Durch nochmalige Anwendung des Satzes von KAC und mir folgt durch

eine leichte Rechnung

(36)

	

~_ 1
1

> c 5 logx .

Hilfssatz 2 folgt nun sofort aus (35) und (36). Offenbar ist aber
x

	

x

	

x

1 d(u) =~ 4 d(u)+ Y, 5 d(u) .
u=1

	

U-1

	

u~I

Daher widersprechen sich (1), (32) und Hilfssatz 2, und damit ist Satz 1 voll-
ständig bewiesen .

Mit etwas mehr Mühe könnten wir folgenden etwas stärkeren Satz beweisen .
Satz 2. Es sei h(x) eine beliebige Funktion, die mit x gegen Unendlich strebt .

Dann ist für jedes e > 0 die Dichte der Zahlen x, für welche für jedes

t > (log x) 2 "9'-' eh(x) (log log X) 1 1 2

1-s<1 	Y,d(x+i)<1+a
t log x i= I

gilt, immer 1 .
Den Beweis, der aus Satz 1 leicht folgt, wollen wir dem Leser überlassen .
Es sei r(n) die Anzahl der Lösungen von n= u2 + v 2 . Wir können mit

ähnlichen Methoden folgenden Satz beweisen, der ebenfalls bestmöglich ist :
Satz 3. Es sei h(x) eine beliebige Funktion, die mit x gegen Unendlich strebt .

Dann ist für jedes a > 0 die Dichte der Zahlen x, für welche für jedes

t > 2"g log" h(X) (log log x) 1 / 2

1-s<	Yr(x+l)<1+s
4t t = i

gilt, immer l .

P . ERDÖS :
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Wir werden Satz 3 hier nicht beweisen, da der Beweis sehr ähnlich (aber
etwas mühsamer) dem Beweise von Satz 1 und 2 ist. Anstatt [5] brauchen wir

(37) 9V)- 1

X

hier einen Satz von EsTERMANN über

	

r(n) r(n + i) [9] .
n=1

Es sei
1

G(n) = max

	

	Y, d(n + i) I .
(t+1) logn i=o

Wegen (1) gilt für alle n G(n) >_ 1, es scheint wahrscheinlich zu sein, daß G(n)
eine Verteilungsfunktion besitzt, also daß die Dichte der Zahlen mit G(n) < C
für jedes C existiert und mit C - oo gegen 1 strebt. Die Existenz der Dichte
konnte ich nicht zeigen, es folgt aber leicht aus (1), daß die untere Dichte der
Zahlen mit G(n) < C gegen 1 strebt, wenn C-> co strebt .

Eine zahlentheoretische Funktion g(n) _ heiße multiplikativ, wenn für
(a, b) = 1 g(a •b) =g(a) • g(b) gilt. Mit Hilfe der in dieser Arbeit angewendeten
Methode und mit Hilfe von [10] können wir unschwer den folgenden Satz
beweisen .

Satz 4. Es sei h(x) eine beliebige Funktion, die mit x gegen Unendlich strebt,
und g(n) sei eine multiplikative reellwertige Funktion, für welche die Reihen

und

	

~9~ a)a1) 2

P, 2

	

P

	

p, x

	

P

konvergieren. Bekanntlich [10] existiert dann der Mittelwert

n
lim

	

~: g(k)=a,

	

a+0,

	

a$oo .
n=x n k=1

Es sei E > 0 beliebig. Dann ist die Dichte der Zahlen x, für welche für alle
t > h(x)

(1-E)a<1 Y,g(x+i)<(1+E)a
t i=1

gilt, immer 1 .
Satz 4 läßt sich für die Funktionen g(n) und Q(n) anwenden .
Für die reell-wertigen multiplikativen Funktionen, die (37) befriedigen,

können wir mit den Methoden von [11] zeigen, daß

1
max	 Y g(n + i)

t

	

t+1 j= j

eine Verteilungsfunktion hat, doch ist der Beweis recht mühsam .
Wahrscheinlich gilt Satz 4 für alle nicht-negativen multiplikativen Funk-

tionen, die einen endlichen von 0 verschiedenen Mittelwert besitzen . Wenn wir
aber die Bedingung der Positivität fallen lassen, kann ich nichts Vernünftiges
beweisen, selbst für die Funktionen u(n) und a.(n) nicht.
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