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1, Un théorémc de Van der Waerden et les fonctions rk(n) .

Pour une étude plus détaillée, d'autres références et d.'autres conjectures, on

pourra voir [ 10] (p . 220;•2 24) et [ 11 ] (p . 232) . De facon générale, ces deux arti-

cles font le point sur plusieurs sujets de théorie des nombres et sont une min(,

inépuisable de conjectures et de problémes ouverts . Comme autres recueils de pro-

blémes, on pourra consulte rr aussi [12] et [13] .

VAN DER WAERDEN a démontré le théoréme suivant (cf. . [32], [19], [23], et surtout

[33] oú l'auteur expose le cheminement de son raisonnement dans sa découverte au

théorémc) .

THEOREME . - Si l'on fait une partition de l'ensemble N des entiers en deux clas-

ses, quel que soit l'entier k , une au moins des deux classes contient un progres-

sion arithmétique do k termes .

Définissons f(k) comme le plus petit entier tel quo, si Ilon partage les nom-

bres 1 n,< f(k) en deux classes arbitraires, l'une au moins contient une pro-

gression arithmétique de k termes . La majoration de f(k) est un probléme diffi-

cile, et la demonstration ae VAN DER WAERDEN donne une majoration par quelque chose

de beaucoup plus grand que

. )

kk

	

k foi .

BERLEKAMP [41 a donné pour f(k) la minoration f(k) > 1;2k en partageant les

entiers n , 1

	

n < k2_k , on de-ax classes ne contenant aucune progression arith-

2k éléments .métique de k termes, L l'aide du corps fini á

Pour aborder La majoration de f(k) , on est amené á la définition suivante .

Définition . - On désigne par rk(n) le nombre maximum de termes dune suite

finie (ai)vérifiant 1 < a 1 < a2 <

progression arithmétique de k termes .

Une famille de plus de rk(n) nombres, tour plus petits quo n , contient done

forcément une progression arithmétique de k termes et si, pour un certain n , on

savait démontrer rk (n) < n/2_ , cola donnerait pour f(k) la majoration f(k) < n .

< a,, < n et ne contenant pas une
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Exemples.

r3(5) = 4 avec ( ai ) = 1 , 2 , 4

r3(14) = 8 avec (a
i ) = 1 ,

	

,

amélioré le résultat

4 , 5 , 1.0 , 11 , 1,3 , 1~ .

propritété. - On a rk(n + n'

	

rk(n) + rk (n' ) (pour cela, et pour d' autres pro-

priétés élémentaires de rk(n ) , cf . [141) .

BEHREND [2] a démontré l'existence de
rk(n)

c k = link

	

n

Il a montré également que l' on avait " ck = 0 pour tout k " ou bien

ulimk ok = 1 " . En 1942, SALEM [28] a démontré que

r3(n) >
n l-(c/lop; log n)

(On pent obtenir une minoration simple de r 3(n) can constatant que la suite de :,

numbers quid s'écrivent dana; la base 3 avec uniguement 1( ,r, chiffre,, 0 ,t 2

ne contient pas trois terries an progression ,arithmétique) . E4 1046, BEHREND [3]

1
p premier p
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a

de SALEM en montrant

l-(CI'~lo tmr

	

n)
3(n)

	

n

D'autre part, ROTH [27] a majoré r3(n) obtenant

n
r3(n)

< C lopr 3opr n

En 1968, SZEMEREDI [31], dans une démonstration compliquée, a montré que
r4 (n) -

nlim
n---

	

n

Plus récemment, dans un article i araitre aux Acta Arithmetica, il a (Iomontré que

limk~~
n

= 0 pour tout k

Conjecture 1 . - Si l'on peut démontrer

rk(n) < n(n) = nombre des nombres premiers

	

,

cela entraine qu'il existe k nombres premiers formant une progression arithméti-que .

Exemple numérique . - 1 1 219 + 210Q avec 0 c Q < 9 est une progression arithméti-

que de 10 termes . D'aprés A . SCHINZEL, le record serait une pro ression arithméti-

(cf. PRACHAR, [22_], p . 177) "tout nombre pair est somme de deux nombres premiers"

entraine, pour un nombre premier 1) 1 , que 2p 1 = p2 + P3 . CHOWLA L71 a démontré ,

sans hypothése, qu'il existe un, infinité de triplet ., de nombres premiers <>n pro--

gression arithmétique, mais Ilon n,

que de 16 nombres premiers.

Conjecture 2 . - Si la suite infinie a1 < a2 < . . . ne contient pas une progres-

sion arithmétique dc 3 terme, alors _1 1`(ai } < + La conjecture de Goldbach
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Cette conjecture peut etre rapprochée de [15], oú il est démontré qu'une; suite

&

	

, telle que	 a

	

+ tz

	

+ . . . -+- ;i

	

, vérifie	1 < -i-1 < a2 . . .

	

n

	

11 1

	

n 2

	

ni

	

1 ai

Conjecture 3 . - Soit f(n) une fonction quelconque de N dans {+1 , -11

trer que, pour tout C , il existe d et m tels que

1 :7= , .f(kd) I > C

ou mieux, montrer qu'il existe une constante c 1 telle que

maxmd<n I =1 f(kd)

(La fonction f partage les entiers en deux classes, et dire que I -1 f(kd)

est grand signifie quo la progression arithmétique (kd) 1Q~~II est située en grandé

partié daps Tune des classes) .

Signalons enfin que, daps des travaux non publiés, DAVIES [Université de Leices-

ter (Grande-Bretagne] avec l'hypothése du continu, et BAUMGARTNER [Université de

Hanover, N . H . (Etats-Unis)] sans hypothése, ont partalté les réels en deux parties,

dent Tune ne contient pas une progression arithmétique de 3 termes et l'autre ne

cuntient pas une progression arithmétique infinie .

2 . Différence entre deux nombres premiers consecutifs .

Soit pn le n-iéme nombro premier . On pose do - pn+l - pn . Pour un( -- étude

plus détaillée de tette question, on pourra se reporter A [l0] (p . 200 et suivantos)

[11] (p . 222 et suivantes) et h [21] ou [22] (chapitre V, § 5) .

De l'égalité

CRAMER a conjecturé

d'une infinité de

k=1 dk = pn P 1 n log n , on déduit quo
d

	

d
lim

loO n

	

1 et 11m. lognn < 1

Le meilleur résultat connu sur les grandes valeurs de dn est : Pour une infi-

nite de valeurs de n , on a, on posant log2 (n) = log log n , etc .,

log n lop,2 n log4 n
d > C	 ,
n

	

(log3 n) 2

RANKIN [241 l 1 a montré avec C = 3 - e ; SCHÖNITAGE [301 et RANKIN [25] l' ont amélio-

ré avec C = e'Y - e , oú y est la constante d'Euler .

D'autre part, on sait que, pour n asset grand, on a

MONTGOMERY [20] (p . 131) donne pour T la valour

comment montré que l'on pout prendre T = 12 + e .

2 + e (cf . PRACHAR [22],Riemann donne, pour T , la valour

d
n = 1 .

(log n )2

Pour les petites valeurs de do , la conjecture la plus probable

nombres premiers jumeaux, i, e .

lim

d n < nT ,

> c 1 log n

3 +
5
Rappelons que l'hypothése de

p . 320-324) et quo

e .

. Mon-

Huxley aurait trés ré-

est l'existence

lim dn = 2 . Le meilleur résul-



tat est dA á BOMBIERI et DAVENPORT ([51 voir aussi [91) qui démontrént
d

lim

	

n < 0,455 .
log n

P . ERDÖS L161 a démontré que

lim min(dn
,
dn+1Vlog n = +

	

.

Conjecture 1 . - lim max(dn
,

d
n+1
Vlog n < 1 .

Conjecture 2 . - lim mín(dn
' dn+1 , do+2Vlog

n = + «~ .

Comme lim dn = + co , il existe une infinité de

et TURAN [17] ont montré qu'il existe une infinite

Conjecture 3 . - Existe-t-il une infinité de n tell que

do+2 > n+1 > n

Conjecture 4 . - Y a-t-il une infinité de n tell que

n+1 _ n

Conjecture 5 .(primée 500 francs, et entrainée par la conjecture 3 ou la conjec-

4) . - Montrer qu'il n'existe pas d'entier N tel que, pour n -,-, N , le graphe de

do soft en dents de scie, i, e .

3 . Le probléme de Romanoff (cf . [11], p . 230) .

ROMANOFF a démontré (cf . [2_71 et [23], p . 168-173) que les nombres de la forme

2k + p ,

re á cx . P . ERDÖS a montré [18] que le nombre de solutions de l'équation 2k+p=n

est supérieur á c log log n pour une suite infinie d'entiers n . Dans le meme

article, it démontre l'existence dune progression arithmétique infinie de nombres

impairs qui ne s'écrivent pas 2k + p . C'est cette question qui a amené P . ERDÖS

s'intéresser aux systémes de congruences recouvrants .

Conjecture l . - 105 est tel que 105 - 2k est premier pour tout k . Montrer

que 105 est le plus grand nombre ayant cetté propriété .

Conjecture 2 . - Existe-t-il un entier k tél que tout nombre s'écrive
n

	

n .
p+21+ . ..+21 avec i\ k?

LINNIK a démontré
n

p + q + 2 1 + . . . +

infinité de nombres

k entier, p premier e-t plus petits que x , sorit n quantité supérieu-

gn'il existe un entier k'

2 1 avec i ` k' , p et

impairs qui ne s'écrivent pas

GALLAGHER a montré trés récemment que, pour tout

n tell que d.n+1 > do . ERDÖS

de n toll que do >
do+l

entier s'écrive

SCHINZEL a trouvé une

sous la forme p + 2n1 + 2n2 , et

e > 0 , il existe k tel que la

tel que tout

q premiers .

24-04

ii



24-05

densité inférieure des nombres p + ?nl + . . . + 2nk soft supérieure a 1 - E . Si-

gnalons enfin que la conjecture 1 du paragraphe 4 sur les systémes de congruences

recouvrant avec des modules > c entrains l'existence

qui ne s' écrivent pas sous la f orme

c facteurs premiers .

4 . Systéme de congruences recouvrant .

qc + 2n , Oil qc

d'une infinite de nombres

est un nombre ayant au plus

Pour une étude plus compléte de la question, et d'autres références, cf . [1]

(p. 408-409), [10] (p . 235), et aussi A . SCHINZEL (2_9] qui

question avec la réductibilité de certains polynomes .

Définition . - On dit qu'un systéme de congruences ai (mod mi ) , avec

a1
< m2 < . . . < mk , est recouvrant si, pour tout entier n , il existe au moins un

indice i tel que

n = a . mod m . .

Exemple 1 .

	

0 (mod 2) , 0 (mod 3) , 1 (mod 4) , 1 (mod 6) , 11 (mod 12) .

Exemple 2 .

	

0 (mod 2) , 0 (mod .3) , 1 (mod 4) , 7 (mod 8) , 11 (mod 12),

et 19 (mod 24) . Pour d'autres exemples, cf . [8] .

Conjecture 1 . - Pour tout c donné, existe-t-il un systéme de congruences recou-

vrant vérifiant c < m 1 < m2 < . . . < mk ? CHOI [6] a trouvé un systéme de congruen-

ces recouvrant dont les modules sont tous >, 20 .

met en rapport cette

Conjecture 2 . - Existe-t-il un systéme recouvrant dont tons les modules soíent

impairs ?

Conjecture 3 . - On dít qu'un entier m est recouvrant s'il existe un systéme de

congruences recouvrant dont tour les modules

est recouvrant d'aprés l'exemple 1) . Montrer

entier m qui ne soit pas recouvrant et qui

[i]

sont des diviseurs de m (Ainsí 1?_

que, pour tout c > 0 , it existe un

vérifie (a (m))/m > c avec

a(m) _ 7-dim d .

Lorsque c = 2 , on peut voir que m = 70 n'est pas recouvrant .
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