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Uber die Anzahl der Primfaktoren von (:)

Von

P. Ernis

V(m) sei die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von m. Scheid [6] (siehe auch
[5] und [8]) zeigte, daB fir 2 <2k =n

V (( n)) klog 2
k)]~ Tog2k

ist. Zunichst beweisen wir folgenden
Satz. Zu jedem & > 0 und k > ko(e) ist fiir n =2k

i ‘((:)) o (1—2) klog 4 -

log k&

(1) ist in etnem gewissen Sinne scharf. Es gilt ndamlich fiir k > ko(€)

y ((2:)) i e

log k&

(2)

Bekanntlich gilt fiir jedes p*| ("Z) p* = n ([1]; siehe auch [2], [3], [5], [6], [8]).

Daher ist offenbar

e

Nun sei zuniichst # < k44, 5 = »(e). Aus (3) folgt dann wegen

(3:) > 452k, (z) : (2;)

n\\ _ 2k ; klogd —log 2k ~ klog4
(4) V((k))»__lug((k.))f{l 1 f;)]ogk>—(t g >(1—¢g) ——

Fiir n = k1€ gilt offenbar wegen (:) = nk (k¥ und (3)

n\ log % | klog 4
b V k1l —— )=kl — =
©) ((‘f‘))> ( logn)_ ( l—i—'q)> log k

fir & = ko(e). Damit ist (1) bewiesen.
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Nun wollen wir (2) beweisen. Es sei (£, %) die Anzahl der Primfaktoren p > k1-7
von (2;:). Offenbar gilt
2k

s

JC1=m) t(k, m) <( ) < 4k,

also
i klog 4
o < T gk

und endlich fiir & > ko(e)

y ((z,f)) < bk, m) + ki=n < (1 4 ¢) KloB4
log k

E

womit auch (2) bewiesen ist. Eine dhnliche Schluliweise gibt offenbar

(6) r((:)) <(+e) ﬁl;gf -

Die hier angewandte Methode zeigt leicht, dafl fiir jedes & > 0 ein ko(e) exi-
stiert, so dal} fiir jedes k> kg(e) und n > (2} &)k

o r((E)>r()

gilt. Wir iiberlassen den Beweis von (7) dem Leser.
Selfridge zeigte durch leichtes Rechnen, dal} fir jedes k < 21

® iy ((2)=7 ()

aber fur L = 21 ist

() () -0

Wahrscheinlich gibt es Werte von £ mit

o ()< ()

Es gilt wohl

e (7 () = () = -
Es ist moglich, dafl (8) nur fiir endlich viele Werte von k gilt, aber dies wird sicher

schwer sein.

. 78\
Die Folge V ((;’)), 1=k = ;i ist sicher nicht monoton fiir alle n, da V(( 6 )J <
\\ &

<V (( ‘58 )) Wahrscheinlich gibt es fiir alle % > ng ein k mit V(( by 1)) <V ((E ))
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Scheid hélt es fiir wahrscheinlich, daf3 ]7(( )) fiir fixes & nicht gegen Unendlich
strebt. Dies ist in der Tat richtig:

(10) V((’;)) <crk

gilt fiir unendlich viele n. (10) folgt unschwer aus der Brunschen Methode. Bekannt-
lich gibt es unendlich viele Werte von n, so daB firalle 0 < i < k — 1, V(n — i) < ¢
ist und daraus folgt (10) sofort mit ¢x <= key, ((10) bleibt sogar richtig ,wenn man die
Primfaktoren mit Multiplizitit zahlt).

Es ist leicht einzusehen, dal} fir n > 2 - k!

o ()

gilt. Fir n > 2- k! gilt offenbar

T i

und daher folgt (11) aus p*| ((; )) p* = n, unmittelbar. (n > 2 - k! 1aBt sich weit-

gehend verschirfen, sicherlich bis # > ¢k). Es ist aber sehr wahrscheinlich, daf tir
jedes L und unendlich viele n

(12) v (( "; )) "

gilt. Dies wiirde aus der Hypothese / von Schinzel [7] folgen, ist aber beim heutigen
Stand der Wissenschaft wohl unerreichbar.

Man kann die folgenden zwei Funktionen von k betrachten: fi (k) sei die kleinste
Zahl fiir welche

()=

und fa (k) sei die kleinste Zahl fiir welche fiir alle I = fa (k)

HE

ist. Wahrscheinlich ist fiir geniigend groBes k. fo(k) > f1(k)

Wie schon erwihnt, ist fo(k) < 2/&! trivial. Ich kann mit etwas mehr Miihe
f2(k) << ¥ zeigen. Ich unterdriicke aber den Beweis, da wahrscheinlich viel mehr
wahr ist. Ieh vermute fo(k) << k¢ fiir cine gentigend grofle absolute Konstante c.
Iis gilt
(13) fak) = 1 e,

(14) co k2 |0g ki /1(.&) < cgke.

Der Beweis von (13) und (14) ist in etwas anderer Form in meiner kiirzlich erschie-
nenen Arbeit mit Selfridge enthalten [4]. AbschlieBend machte ich noch eine Ver-
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mutung angeben: Fir fast alle n <= k14 gilt

(15) V((;;)) = (1 +o(1)) klog(1 + ).
e gy
> I(( k)) — (1 + o(1)) k2= log (1 + =)
n=2%k

ist sehr leicht zu zeigen. (15) wiirde sofort mit der Turdnschen Methode [9] aus

Fl+a

o5 n 2
(16) 2 V((L)) = (I +o(1) k3= (log(1 + «))?

n=2k
folgen, (16) konnte ich aber bis jetzt nicht beweisen.
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