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(1)

Über die Anzahl der Primfaktoren von (k)

Von

P . ERDÖS

V(m) sei die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von m. Scheid [6] (siehe auch
[5] und [8]) zeigte, daß für 2 < 2k < n

V «n» > klog2
I I k

	

log 2 k

ist. Zunächst beweisen wir folgenden

Satz. Zu jedem e > 0 und k > ko (e) ist für n > 2 k

«n»
(

	

) klog4
U

	

1 - £	
log k

(1) ist in einem gewissen Sinne scharf. Es gilt nämlich für k > ko (e)

(2)

	

V(( k))logk

Bekanntlich gilt für jedes p"~ : I k ), p°C <n ([1 ] ; siehe auch [2], [3], [5], [6], [8]) .

Daher ist offenbar

(3)

	

VI( k l)>log(( k ))/logn .

Nun sei zunächst n < kI +», q = ii ( e) . Aus (3) folgt dann wegen

(k)>4k/2k,

	

(k) ~(k)

n

	

k

	

klog4-log2k

	

klog 4
(4)

	

V « k )) log «2
k

/(1

	

~) log k >	
(1 -E- 77) log k > (1

-
e) loo, kb

Für n ki 1
E gilt offenbar wegen

( k )
> nk/kk und (3)

(5)

	

V« k»>
k t-log n >-- k t- 1 1

J
> log k

für k > ko(e) . Damit ist (1) bewiesen.
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Nun wollen wir (2) beweisen . Es sei t (k, ~) die Anzahl der Primfaktoren p > ki-n

von k /
. Offenbar gilt

also
k log 4

t(k,,~) < (1 -') log k

und endlich für k > ko (e)

V((k1)Gt(k,17)+ki-11G(1+e)
klog4

11

	

log k '

womit auch (2) bewiesen ist . Eine ähnliche Schlußweise gibt offenbar

(6)

	

«n» (

	

)
nlog2

V

	

JJ < 1 I E log n

Die hier angewandte Methode zeigt leicht, daß für jedes e > 0 ein ko (e) exi-
stiert, so daß für jedes k, > ko (s) und n > (2 + e) k

k(i-n) t(k, n) < k
l
< 4k,

(7) V «n » > V «2 k»

gilt. Wir überlassen den Beweis von (7) dem Leser .
Selfridge zeigte durch leichtes Rechnen, daß für jedes k < 21

(8)

	

minkV
n 11

	

V \\ k 1 1
aber für k = 21 ist

V((21)) =10 und V « 48 » 9
Wahrscheinlich gibt es Werte von k mit

(11)

	

V
«2k k 1\\ <

V
~~ k ~~

Es gilt wohl

lim-f (V «2 k k 1» - V ~~
k

~~~

Es ist möglich, d
\
aß (8) nur für endlich viele Werte von k gilt, aber dies wird sicher

schwer sein .

Die Folge V
\ \ n

I I, 1 < k < n ist sicher nicht monoton für alle n, da V ~~ 6 » <
\ // - --

< V 5 . Wahrscheinlich gibt es für alle n > no ein k mit V \ k + 1) < V
\\ kn » .

_ - O O .
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Scheid hält es für wahrscheinlich, daß V« k»
für fixes k nicht gegen Unendlich

strebt. Dies ist in der Tat richtig :

(10)

	

V
«n»

< ckk

gilt für unendlich viele n . (10) folgt unschwer aus der Brunschen Methode . Bekannt-
lich gibt es unendlich viele Werte von n, so daß für alle 0 C i 5 k - 1, V(n - i) < ek

ist und daraus folgt (10) sofort mit ck < kck ((10) bleibt sogar richtig wenn man die
Primfaktoren mit Multiplizität zählt) .

Es ist leicht einzusehen, daß für n > 2 • k!

V«n')
>_k

k)

gilt. Für n > 2 • k! gilt offenbar

(n)
k > n

k-i

und daher folgt (11) aus pa ~~ «
/

k I I, pa < n, unmittelbar . (n > 2 • k! läßt sich weit-

gehend verschärfen, sicherlich bis n > ck) . Es ist aber sehr wahrscheinlich, daß für
,jedes k und unendlich viele n

V « "» = k

gilt. Dies würde aus der Hypothese H von Schinzel [7] folgen, ist aber beim heutigen
Stand der Wissenschaft wohl unerreichbar .

Man kann die folgenden zwei Funktionen von k betrachten : f i ( k) sei die kleinste
Zahl für welche

V «11 (k»)
> kJJk

und 12 (k) sei die kleinste Zahl für welche für alle l > f 2 (k)

V
\\k~~

_ k

ist. Wal) rscheinlich ist für genügend großes k, f 2 (k) > f i ( k) .
Wie schon erwähnt, ist f 2 (k) < 2k! trivial. Ich kann mit etwas mehr Mühe

f 2 (k) < ek zeigen. Ich unterdrücke aber den Beweis, da wahrscheinlich viel mehr
wahr ist . Ich vermute h (k)(k) < ke für eine genügend große absolute Konstante c .
Es gilt
(13)

	

12 ( 10 ) > 1- 1 ke,

(14)

	

c2 k 2 109 k < fi (k) < c3 ke .

Der Beweis von (13) und (14) ist in etwas anderer Form in meiner kürzlich erschie-
nenen Arbeit mit Selfridge enthalten [4] . Abschließend möchte ich noch eine Ver-
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mutung angeben : Für fast alle n < kl+« gilt

(15)

	

7 « n =(1+o(1))klog(1+ot) .

1
V
~~k

) 1
=(1-+-a(1))k 2+alog(1-+ -a)

n=2k

ist sehr leicht zu zeigen . (15) würde sofort mit der Turánschen Methode [9] aus

(16)

	

k:aV((k))y- (1 +o(1))k3 +« (log (1 + a)) 2
n=2k

folgen, (16) konnte ich aber bis jetzt nicht beweisen .
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