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1 . Введение. Турнир (круговой) Тп состоит из п узлoв
и,, и2, • . ., и„ и каждая пара различныx узлов соединена од-
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--~
ной из (ориентированныx) дyг иги; или

	

Говорят, что
дуги некоторого множества S согласованы, если можно так

пронумерoвать узлы турнира, что если в S имеется дуга ими;,
то i > j. (лeгко видеть, что требование согласованности экви-
валентно требованию отсутствия ориентированных циклов,
пoлностью состоящих из дуг множествa S .) Множества со-
гласованных дуг интересны, f апример, a тех случаях, когда
турнир представляет собой результат эксперимента, проводи-
мого мeтодом попарных сравнений {11 . Цель этой заметки-
поучить оценки для чиcлa f (п), наибольшего из таких целых
чисeл k, что каждый турнир Т„ содeржит множeство из k
согласованных дуг .

2. Нижняя оценкa для [(п) . Покажем, что для всех по-
ложитегчьных целуiх п

f(п)~Í2~'[п2'1'

	

(1)

где, как обьн?но, [х) обозначает наибольшее цeлое, не боль-
шее х.

для п = i1 утверждение тpивиально. Пpедпoложим, что
оно верно для всех таких п, что 1 п C m - 1, и рассмотрим
произвол зый турнир Тт. "Гак как в каждом турнире
m (т - 1) (2 дyг, то найдется yзел, скажем ит, из которого
исходит пи меньшей мере [m/2J дуг. По опрeделению туpнир,
порожденный остальными m - 1 углами, содеpжит множе-
стго S, состоящее no меньшей мере из [(т - 1) согласован-
ных дуг. Ясно, цао дуги, исхо_^ящие из ит, и дугУ, гринадл^-
жащие множеству S, согласованы ; пoэтому в силу предполо-
жении индукции турнир Тсодержит множество, состoящее
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согласованных дуг. Неравенство (1) доказано') .

3. Верхняя оценка для [(п) . Покажeм, что для любого фнк-
сированного положительного числа в и всех достаточно боль-
ших п

[(п) С	1 2 Е 1 2 1 •

	

(2)

Пусть выбрано в 0. B турнире Тп можно n! способами
перенумеровать узлы, a число пар различных узлов равно
N = ( 2 ) . Следовательно, существует не более п1( k) таких

турниров, y которых наибольшеe множество согласованнык-
дуг состоит из k дуг. Таким образом, число турниров Т,, со-
держащих множество c более чем (1 + в)N/2 согласованными
дугами, не превосходит

N

	

N

	

N ''п1

	

[Н' Cn1N([(1+Е)N/2],([N/2])([N/2]) Сk
k>(1+в) N/2

< 1
N2N

([(1 + Е) •N/2]) ([Nl2])-1

=.п 1 N2N (N - [Nl2]) (N-[N/2]-i). . .{N-[(1 + Е) N/2] + 1 ) <
([Nl2] + 1) ([N/2] + 2) . . . [(1 + в) N/2]

< n 1 N2Nе_ Е'N'4 . (З)
Пoследнее из неравенств (3) получается c помощью простого
подсчета с иcпользованиeм неравeнства 1- х< е-х для 0
< x < 1 . Но для всех достаточнo больших n правая чаcть
и (3), как легко видеть, меньше общeго числа 2 турниров
c п (нумерованными) узлами . Следовательно, должен суще-
ствовать турнир T не содержащим мног1сества c боле чем
(1 +е)N/2 согласованными дуга ми. Это доказывает (2) . Пpи
болeе точном анализе неравенств (3) те же соображения
приводят к оценке

f(п)~ 2 (~) -I- (2 - ~(1)~(~31оупг~~" .

	

(4)

Гыло бы г: ;эрошо получ ить для j(п) еще лун_нтую оценку .

!) Недавно Регiд [2] несколько ул учшил вту оценку, доказав, что
[(п)

	

[п/2] [{n { . 3)/21-1 цли п

	

2 и 1(п)

	

[n/2l I { + 3)l2~ : пя
п , 8. - Лрим, перевн
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Рассуждения предыдущего абзаца показывают бесполез-
ность вероятностных методов в экстремальных задачах теории
графов : мы можем легко убедиться в существовании турнира
c нужным нам свойством, но в общем случае не в состоянии
дать явную конструкци£о такого турнира .

4. Более oбщая задача. Пусть G (n, m) - неполный тyрнир
(или ориентироваiныи граф) с n узлами и т дугами, а
f (n, m) -наибольшее из таких цeлых чисел k, что каждый не-
полный турнир О (п, m) содержит множество c не менее
чем k согласо~анными дугами . Если предполагается, что
(n 1og п) /m -+ 0 при n -+ оо и m --• оо, то c помощью сообра-
жений, использованных выше, можно показать, что

1im f (п ' m)

	

1

	

(5)
и-* т

	

2
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