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0. Введение . B ряде статей (см . [11,-[3]) исследовалась
структура слyчайного графа Гn,N, получаемого следующим

образом : из (2 ) возможных рeбер, соединяющих п заданных

вeршин, выбираем наyгад N ребер так, чго каждый из 1 1 2 1 1

возможных выборов имеет одну и ту же вероятность

oбозначим через Со класс связных графов, a через Pn , N (А)---
вероятность того, чтo гpаф Гn, N принадлежит классу A .
B статье [1] доказано, что если величины п и N стремятся
к +°° так, что

то

Из (0 .2) следует, что

Мы доказали также, что если Сk-класc вcех графов, cо-ст oящих из связной коmпоненты иk изолированныхвери дн,

то

1) Еrdős F ., Rényi А„ Оп the existence оf а fасtоr of dеgrее оnе of
а cоnnected rаndom grарh, Aсta Mаth . Асad. Sci . Hungаr., 17 (1966), 359-
368.



Oсуи{есtвованииO.

Заметим, что величины, стоящие в правой части равенства
(0.4), задают распределение Пуассона со средним e- с, и, та-
ким образом, их сумма по k = 0, 1, . . . рaвна 1 . Итак, если
N = (п/2)1оу п + 0(а), то c вероятностью, стремящейся к 1,
слуцавдный граф Г,х , л, состоит из связной компoненты и неко-
торого числа изолированных вершин .

Говорят, что граф G имеет 1-фактор 1), eсли можно вы-
брaть такоe подмножество S ребер графa G, что каждая вер-
шина P графа G будет концевом для одного и только oдного
peбра из S. Яснo, что нeобxодимое тривиальное услзвие нали-
чия y графа 1-фактора заключается в тaм, чтобы число вер-
шин графа было четным .

Согласно знаменитой теореме Татта [4 ], граф имеет 1-фак-
тор тогда и только тогда, когдa удаление произвольных r вер-
шин графа G (r = 0, 1,2, . . .) приводит к грaфу G*, y которого
число связных компонент, содеpжащих нечетное чиcло вер-
шин, меньше г + 1 .

Если граф G имeет четное число вершин, a граф U*, полу-
чаемый из G в результате удаления r вершин ( .при этом уда-
ляется также каждое pебро, инцидентное хотя 6ы одной уд,а-
ленной вершине), содержит t нечетныx комгговент, то t _ r
(мод 2) . Tаким образом, теорему Татта мoжнo сформулиро-
вать тaк : раф G имеет 1-фактор тогда u таtiько тогда, когда
послее удалениям произвольных r (r = 0, 1, 2, . . .) вершин из G
в полученном грaфе G* чиcло нечетных компонент среди связ-
ных компонент меньиме r -j- 2.

B настоящей статье нас интересует верoятность того, что
случайный граф Гп , N имeет 1-фактор .

Ясно, что граф, y которoго есть хотя 6ы одна изолирован-
ная вершина, не может иметь 1-фaктop . Сохи1асно наплему ре-
зультату [1], если РТ = (n/2)1оу п + сп -г- о(п), то случайный
граф Гп , х содержит изолированные вершинь; c вероятностью,
не стремящейся к 0 . Поэтому есте~твенно рассматринать лиши
случат

конечно, п
р
едполагается также, что п четно, п = 2т. В п. 2

Мы докажем, что в втом случае спразедлива

Т е о р е м а 1 . Пусть п четно (п = 2пг) и

') дословно фиктор первои степени, - Лри,и . перев,
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Если F-класс графов, имeющих 1-фактор, то

Если N = (п/2)1og п + O (п), то, как упоминалось выше,
c вероятностью, близкой к 1, граф Гп,,и состоит из связной
компоненты и некоторого числа изолированных вершин . Мо-
жно доказать (тем же методом, что и теорему 1), что если
связная кoмпонента графа Г,,, л содержит четное число вер-
шин, то граф имеет 1-фактоp c вероятпостыо, близко) к 1 . Мы
не будем вдаваться в детали доказательства этoго утвержде-
ния, так как оно почти такое же, как и доказательство тео-
ремы 1 .

Следует заметить, что результаты настоящей pаботы тесно
связаны c пpедыдущим нашим результатaм (см .- [5] ) относи-
тельно случа)ных матриц , состоящих из 0 и 1 . B самом делe,
каждой такой матрице M порядка п соответствует двудоль-
ный граф G, состоящи) из п «красных» и п «голубых» вершин,
в котором никакие две веpшины одинакового цвета не соеди-
нень} ребром, a j-я красная вершина соединена ребром c k-й
голубой вершиной тогда и тoлько тогда, когда k-й элемент j -й
строки матрицы M равен 1 . Дсно, что граф G имеет 1-фактор
тогда и только тогдa, когда перманент 1 ) матрицы M положи-
тeлен ; точнее : перманент матрицы M равен числу различных
1-факторов графa G .

B работе [5] мы доказали, что если случайная матрица
Мп, N порядка n, состоящая из 0 и 1, получается в результате
сл~учайного выбора c равномерным распpеделением сдной из

(N ) возможных (п Х п)-матриiг, содержащих N единиц и

п2 - N нулей, то вероятность того, что Мп, N имеет положи-
тельный перманент, стремится к 1 при п-++ со и
(N-п1оуп) ;п.- •- -со . Согласно сказаххому вьиие, этот ре-
зультат можно iнтерпретировать подобно результату o нали-
чии 1-фактора y двудольного графа, соответствующего мат-
рице Ми, N . Добавим такжe, что задача, исследуемая в на-
стояцхей рaбoте, гораздо труднее соответствующе) задaчи для
двудольных графов, решенной в [5] . Так, например, в [5] мы
использовали хорошо известную тeорему д. Кёнига, a здeсь
соответствующим инструментом являет~ся горaздо более глу-
бокая теорема Татта, упомянутая выше .

i) Пеpманентом матрицы (а,,) называетсячясло

	

П а1 (t)'тде сум-
г=i

мирование ведется по всем перестаиовкам л множества { 1, , , . , п) . -
Лрим. перев.
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B п. 1 мы приводим некoторые простые соотношения, нуж-
ные в дальнейшем, a в п . 2 показываем теоpему 1 .

1 . Некоторые соотношения . Нам понадобятся следyющие
(хорошо известные или очевидные) соотношения :

если

Если

Если

где h (p) = р Iog (1/р) + (I - р)1оу 1/(1 - р), Если 0а'1,
с >0, то

2 . Доказательство теоремы 1 . Доказательство состоит из
$ шагав. Характерная его черта--доказатeльство сначала не-
кoторого более слабого утверждения, a затем усиление по-
следнего .

Шаг 1 . Пусть Аг- класс всех графов, из котоpых можно
удалить r вершин так, что сpеди компонент оставшегoся графа
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будет не менее r + 2 нечетных . Через 0 (1) обозначим вели-
чину, стpемящyюся к 0, если n и N стремятся к +оо так, что
выполняется условие (0 .5) .

Лeмма 1 .

Д о к а з а тел ь с т а o . Рассмотрим граф G, принадлежа-
щий классу А г . Пусть в каждой из r + 2 нечетных компонент
выбрaно по одной вершине . Ясно, что эти вершины не могут
соединяться ребрами s графе G . Тoгда для достаточно боль-
шого п в силу (1 .3) и (1 .4)

откуда

Шаг 2 . Тепеpь докажем лемму 2 .

Леммa 2 .

Д о к а з а т ель с •r во. Сoгласно результатам работы [1],
граф C можно считать связным, так как по условию (0.5)
вероятность того, что грaф Гп,х не связен, равна о(1) . Пред-
полoжим, что Гп , х принадлежит классу Аг . Tогда, удаляя r
вершин из iх (эти r вершин мы будем называть разделвгю .
иуими вершинами), мы получаем граф, содержащий не менее
r + 2 нечeтных компонент .

B каждой из этик компонeнт можно выбpaть no крайней
мере одну вершинy, соединенную ребром г какой-выбудь раз-
деляющей веpшиной . Мы будем назыа ггь их контактными
веpшинами . Эти вершины, разумеется, между собою в Г,,, ы не
соединены ребрами. ,Тдалее, r разделяiощих веpшин можно
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выбрать (т) способами, a контактные вершины в компонентах

можно выбрать ( т + 2 ) способами, причем каждая из них
соединeна ребром c какой-н.ибудь одной из r разделЕющих
вершин . Так как контактные вершины нe соединены между
собою ребрами, то для выбора оставшихся N - (r + 2) ребер
графа имеется только ( 2 ) -

1
Г 2 2 ) возможностей .

Таки`i образом,

a в силу (1 .1)-(1 .6)

Шаг 3 . Пусть В(d) обозначает множество всех графов G,
удовлетворяющих cледующeму условию : в множестве вершин
грaфа G можно выбрать подмножество 8,, содержащее k д
вершин, и подмножество 82, содержащее l д вершин и не
пeресекающееся c S,, причем ни одна вершина множества S,
не соединена ребром в графe G ни c какой вершиной множе-
ства 82 .

Леммa 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что при достаточно больших
значениях n
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Шаг 4 . Нам потребуется

Л e м м a 4 . Если ао а 1 ' . . . ат > 0- такая последова-
тельность положительных чисел, что не сyществует номера j
(0 С j С s), для которого выполняются оба неравенства

s

ао }- . . . + a ; В и а;+i + . . . + аа > В, где А = а 1 u
1=о

0 < В G А /3, то ао > А -В.

Доказательcтво. Если ВСао `А-В, то а 1 + . . .
что противоречит усло-

вию леммы. Итак, или ао < B, или ао > A - В. B первом
случае пусть i опрeделяется неравенствалхи ао + , . . + a=- i <

Тогда ао + . . . + а н < В + ао < 2В и, та-
ким образом , а1+1 -}- , . . +аВ=А -(ао+ . . . +a;)>А -2В В,
что опять-таки противоречит условию леммы . Следрвательно,
ао 5 А - В .

Пусть Гл, x принaдлежит классу А > . B силy лемм 1 и 2
можно считать, что

Пусть ао а1 . .. ае (s r -1- 2) - количества Bершин
связных компонент в графе, получаемых послe удалeния из
Гн , x r разделяющих вершин. B силy леммы 3 последователь-
ность {а г) удовлетворяет условиям леммы 4 с А= п- r и
В = '/2п / j/1оу n . Тогда

и, значит,

Шаг 5. Докажем сначала, что справедлива

Л e м м a 5 . Пyсть Н~ (k, r)-множество всех грaфов G,
имеющих n вершин u удовлетворяющих услoвию : в множе-
стве вершин грaфа G можно выбрaть подмножество 3,, содер-
жащее k вершин, u подмножество 32, содержащее п - k - r
вершин u не пересекающееся c 8,i причем н г4 одна вершина
из S1 не соединена ребром в гpафе G ни c каков вершинок из
S2 . Тогда если0.б-с1/2, 0< в <'/2 и с>h(S)/(1 -з-S),
то
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Доказательство .

Таким обpазом, в силу (1 .7)

Лемма доказана .
Полагая в лемме 5

заключаем : можно считать, что

так как вероятность выполнения противоположного неравен-
стАа стремится к 0. Тeперь без ограничения общности можно
предположить, что s = r + 1 и все числа a1, . . . , а г+1 нечетны .
Таким образом, можно предположить, что

Шаг 6 . Мы свели задачу к исследованию графов, имеющих
r < 8n 1оу 1оу 2 n/ (1оу2 n) разделяющих вершин и таких, что
после удаления этик вершин oстается граф c r + 1 нечетными
компонентами c а 1 , . . ., а,+1 вершинами, причем

Обозначим через s число ребер, каждое из которых соеди-
няет одну 1з разделяющих вершин c одной из k вершин,
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принадлежащих r + 1 нечетны м колцiонентам. Pассмотрим от-
дельно два случая : s

	

r+ 8 t s С r -1- 8 •
Пусть s r + 8 . Ясно, чти вероятность такого неравенства

не превосходит

Используя неравенства (1 .1)-(1 .10), получаем

Шаг 7 . Рассмотрим cлучай s ` r -Е-7 . Докажем, что можно
предположить k C s, так как вероятность выполнения нера-
венства k s + 1 равна o(1) . На самом деле справедлива

Л e м м a 6 . Пусть Е к -множество всех графов, в каждом
из которыx содержится подмножестео S из k вeршин, соеди-
ненных не более цем k - 1 ребpaми c вершинами, лежачими
вне S. Тогда

Д о к а з а т е л ь с т в o . Назовем подмножество вершин S
графа G слабо соединенным, если оно имеет k вершин, a число
pебер, сoединяющих веpшины из S c вершинами, лежащими
вне S, меньшe k. Назовем S простым слабо соединенным мно-
жеством, если оно само слабo соединенное, но ни одно из eгo
собственных подмножеств этим свойством не обладаeт .

Легко видеть, чтo простоe слабо соединeнное множество
порождает связный годграф. B самом деле, допустим, что
S-простое с л Сбо cоединенное множество, которое можно
разбить на такие два множества S, и 8,, чтo ни одно pебро
графа G не соединяет вершину из $ 1 с вершиной из 82 . Пусть
k, и k2 (k, + k 2 k) обозначают соответственно количества
вершин в S ; и S2, а j, (соoтвeтственно 12) обозначает число
ребер, выходящих из множества 81 (соответственно из S2) . По
предположению множество S является простым слабо еоеди-

что j 1

	

k, и 1 2

	

k2, откуда j, + ) 2 l k, a это
т томy, что 8 - слaбo соединенное множество .
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Обозначим через Ек вл асс графов, содержащих простое
слабо соединенное мнохсес-во, сoстоящее из k элементов . Так
как Е Ек = Е Ек, то =остаточно доказать, что

пвк

	

~~к

Очевидно,

так как простое слабо соединенное множeство, состоящее из
одного элемента, является просто изoлированнoй вершиной,
a вероятность того, что в графе Г п , N содержится изолирован-
ная вeршина , стремится п 0 при n -* оо и N = (n/2)1og n +
~-}- пш (п), где ш (n ) -• оо .

Осталось доказать, чтo

Ясно, что простое слабо соединенное множество, cостоящее из
двух элемeнтов, есть парт вершин Р1 , Р2 , соединенных между
собой ребром ; кроме тогo, вершина Р 1 соединена ребром c
eдинствeнной другой вершиной Р 3, a вершина Р2 не соединена
ребром ни c какой вершиной, кроме Р 1 . Таким образом,

Так как всe связные графы c k вершинами содеpжат по
кpайней мере одно остовное дерево (имеющее k- 1 pебер), a
дерево c k вершинами можно построить kk-2 различными спо-
собами, то при 3 С k с гз/21оуп
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откуда

и лемма доказана .

Шаг 8 . Мы свели задачу к изучению графов G следующего
типа :

a) Из графа G можно удалить r разделяющих вершин, где
r 8п (1оу 1оу 2 п)/(1о 2у n), так, что оставшийся граф распа-
дется на компоненты, среди которых будет ровно т+1 нечет-
ных компонент С1,. . . , Ст+i c количествами вершин- а 1 , . . . , а,+1
соответственно .

б) B графе G существуют s ребeр, каждое из которых со-
единяет разделяющую вершину c вершиной, лежащей в одной
из компонент С 1 , . . ., СТ+i, где r -Í- 1 С s С т + 7,

в) s

	

k, где k = a1 {- . . . -Э- а,+i •
Так как каждая из компонент C; (j = 1, . . . , r + 1) соеди-

ненд по крайней мере c одной раздeляющей вершиной и число
таких вeршин меньше, чем число компонент C ;, то найдутся
две компоненты С1, и С 1г , соединенные c однoй и той же раз-
деляющей вершиной P . Ясно, что сумма чисeл а 1 , и а 1 ,, рав-
ных количествам вершин компонент С 1, и С 1„ не может пре-
вышать 8. Сумма чисел b 1 и b2, равных количествам ребер,
выходящих соответственно из С1 , и С1~, также не превы-
шает 8. Таким обравом, если K-класс графов, обладающих
свойствами a), б), в), то

откуда

Теорема 1 доказана .
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