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Граф G называется двудольным, если множество его вер-
шин можно разделить на такиe два непересекающихся класса

B, что никакие две вершины oдногo и того же класса не
соeдинены ребром . Если к тому же каждый класс содержит
точно пп вершин, то гpаф G называется гpафом типа (п, f) . Mы
будeм рассматривать толыго такиe грaфы . Если каждая вер-
шина из A соединена ребром c кaждой вершиной из B, то бу-
дем называть граф G полным .

Ларосочётанием 2) графа G называется множество ребер,
покрывающее каждую вершинy ровно один раз . B работe [1]
показано, что если числo ребер графа G превосходит

где c > 0, то граф G не может иметь единственное
паросочетание. Метод доказательства опирается на резyльтат
Жнама. Этот результат позволяет находить в графe G непере-
секающи еся полные подграфы Gí типа (r, r), где r > c' 1оу п,
такие, что, добавляя ребра, можно расширить каждое паро-
сочетание графа G~ до паросочетания графа G. B настоя-
шей статье мы покажем, что ;для этого достаточно найти под-
граф графа G, ребра которого распределевы rс некотором ре-
гулярностью, и получ-им для числа паросочетаний лyчшие
оценки .

т е о р е м а i . Двудольный гpаф G типа (п, п), содержа-
и;ий не мeнее ('/2 -a- с) п2 ребеp u имеюиуий xoтя бы одни паро-
сочетание, имеет по крайней меpe

2и µl

	

(1)

различных паросочетаний, где µ = (т/21, t т- на.имсньшее из
ирлы х чисел, не меньщих ап,

,x= 1 -(1 --2с),z

	

(2)

B частности, при фиксирое аннаи c u больщом и чи^ло раз-
личныx пс;юсочетаний превосxодит (пг.) с 1 , гдe c 1 > U si<висит
iолько от c.

') E1liott II., Егдов Р ., Sоте та1сЬi т 4 lheorcms, Т. Гесйап Mati, . Sос.,
37,, 3-4 (1968-1969), 215-219 .

2) Здесь и далее имеютсв, в виду соцершенные паросочетания в терь2и-
нологии Еержа, иаи 1-факторы в термииологии Харари .-Лрим . перее,
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доказательство. Пусть а1, . . .,а,~ и Ь,, . . .,Ьп-два
множества вершин графа G, и пусть гpаф G имеет паросоче-
тание, ребрами которого служат агЬ, для i = 1, 2, . . . , п .

Обозначим через р(а г ) число вершин из множества
{b,, . . ., Ь,~}, соeдиненных ребрами c вершиной а г , a через
а(Ьг) -числа вершин из множества {a,, . . . ,а}, соединенных
pебрами c вершиной Ь а . Ясно, что

п

{Р (а1) + (Ьа)i > (1 -f- 2с) п 2,

	

(3)
1=1

так как слева стoит удвоенное число всех ребeр гpафа G.
Обoзначим через N число тех индексов i, для которых

р (а;) + а (Ь { ) > (1 + )п . Тогда из неравенств р (а 1 ) < п и
о (Ь,,) C n следует, что суммa в (3) не больше 2nN +
-{-(1+с)п(п-N), и потoму

1-а

Последнее равенство вытекает из определения числa a (см .
( 2 )') .

Таким образом, мoжно считать, что

P (а~) + Q (Ы) > (1 + а) п
для i = 1, . . . , т, где m -наименьшее из целых чисел, нe
меньшее ап .

При фиксированном i обозначим через No число индексов
j(1 < j С п), отличных от i, для которых в графе G нет ребер
агЬ ; и 6 2а ; . Число тех j, для которых есть одно такое ребро,
обозначим через N 1 , a число тех j, для которых есть два та-
ких ребра, обозначим через N 2 . Тогда

N~ -}- N 1 -}- N 2 = n -1,
N 1 +2М 2 (1 -{- а) n- 1 .

Произведя очевидные преобразования, получим N2 а;ъ, от-
куда N2~ m .

Итак, дляя каждoго í == 1, . . ., т существуют также числа
. . ., r, что ири каждом r (r i), . . ., r1m~} граф U содер-

жит ребра а~Ь, и arЬ t . Это дает нам возможность строить
различные паросочетания графа G следуюцим образом :

Заменим ребра а 1 Ь 1 и а г Ь, исходного паросочетания реб-
pами а1Ь, и а,Ь 1 , где r

	

(гу>, . . ., r1m)} . Это мoжно сделать m
способами. Выбрав один из них, возьмем наименьший индекс
i., отличный от 1 и r (т . e. i = 2 или 3), t заменим ребра а;Ь~
и а вЬ 3 исходного паросочeтания ребрами агЬ 3 и аБЬ~, где
8

	

{ri` 1 ~ . . ., r<т1 и 8

	

1,г. Это мoжно сдeлать по крайней
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р (аг) -i- б (Ьн)

	

(1 -i- 2с) п .

Ne

	

п('/в
1
`1	9) .

Выбирая 0 = 1 -(t/2 - с) и обозначая через V наименьц1ее
из целых чисел, не меньиг-1х Оп, полуцаем, что Ne > V. Из
всех этих значений i по крайней мере k + V -- n удовчетво-

9

мере m -- 2 способами. Затем возьмeм наименьший индекс j,
отличный от 1, r, i, s (т. e . j 5), и сделаем аналогичнyю за-
мену. Ее можно осущeствить по крайней мере m - 4 спосо-
бaми, и т. Д .

Число различных паросочетаний, поcтроенных таким обра-
зом, не меньше П (m - 2r) . Так как m 2µ, то эта ве-

o~rCmJ2

личина не меньше 2 µµ1., что и утверждалось .
Последнее утверждение теоремы 1 получается немедленно,

поскольку при фиксированном c число a также фиксировано
и µ! > (п!) с' .

При желaнии получить нетривиальный результат для лю-
бого c в 0 следует обратить внимание на то, что в случае,
когда c стремится к '/2, с 1 не стремится к 1, как этого можно
былa- бы ожидать. Поэтому в слуцае большиx значений c,
возможно, представляeт интерес

Т е о р е м а 2 . Пусть гpаф G удовлетворяет условиям тео-
ремы 1 . Если 2c > jГ3 - 1, то G имеет по кpайней меpе m!
рaзличных паросоцетании, где m-наименагиее из целых чи-
сел, для которых

m+ 1 >п(2е-(2-4с)1/'2).

Доказательство. Будем пользоваться теми же обо-
значениями , что и в теореме 1 . Ясно, что найдется индeкс i,
для которого

Без потeри общности можно положить i = 1 . Пусть k -
наименьшее из цeлых чисел, не меньших 2сп. Тогда, как и
в доказательстве теоремы 1, можно считать, что грaф G со-
держит все рeбра а~Ь1 и а 1Ь (i -- 1, . .-, k) .

Для любого A (0

	

А

	

1) обозначим через !де чисгго ин-
дeксов i, для кoторыx р (а н )

	

An. Тогда

n.Ne -{- Эп (п - Ne) ?

	

Р (аi)~ (2 -f- с) п2у

откyдa
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ряют неравенству i С k, поэтому, переобозначая при необхо-
димости индексы, можно считать, что

р(а1)1/ (i=1, . . . , k + 1/-п) .

Кроме того, для любого такого i число ребер а1Ь ;, для кото-
рых ] .+У-п,1

	

не меньше

(k+(- п)+У- n=k+2V-2п.

Рассмотрим подграф G' c вершинaми а1, 6 f , где i, j =
= 1, . . ., k -}- V - n . Добавляя ребра а8Ь е (k + V - п < sCn),
можно, очевидно, расширить паросочетание графа G' до паро-
сочетания графа G. Построим паросочетания графe G', кон-
струируя различные циклы, каждый из которых содержи)
одно oбщее для всeх циклов ребро .

ОпредР.лим р'(а 1 ) и о'(Ь 1 ) по аналогии c тем, как в тео-
реме 1 определялись р(а,) и в(Ы) . Ясно, что

Р'(а 1)~k+2V-2n (i=1, . . ., +У-п),
р'(а1)=~'(Ь,)=k-(-V-п .

Построим циклы, каждый из которых содержит ребро
а 1 Ы . Сначала выберем такой индекс 1(1 < j C k + V - п),
что ребpо а 1 Ь; принадлежит гpафy G'. Это мoжно сделать
р'(а 1)- 1 способaми . Пусть j= j, . Тогда peбро а1 1 Ь 1 , принад-
лежит графу G' .. Аыберем такой индекс 12, отличный от 1 и j1,
что ребрa а, Ы, принадлежит гpафу G'. Это можно сделать
р'(а',)-2 способами. Ребpо аf,Ы, принaдлeжит G'. Продол-
жим этот процесс до тех пор, пока после выбора k+2У-2п-1
рeбер мы нe получим ребро а 8Ь 8г где s 1 . Зaтем мы закон-
чим цикл, добавив ребоо а 8Ь 1 . Такое добавление мoжно сде-
лать, посколыку для всякого i ребро агЬ 1 принадлежит гра-
фy G' •

Числo построенных таким образом циклов и, следователь-
но, чиcло паросочетаний графа О' не меньше

k f2V-2п

ГГ (P' (at1_ 1) - i) ? (k + 2V - 2п -- 1)!

Заме_им, что условие 2с > [/3 - 1 гарантирует положитель-
ный мнoжитель пpи п в выражении k +2У-2п-] . Теорема
доказана .

Слегка изменив условия теоремы 1, можно убедиться, цто
если граф G содержит более п (п + 1) /2 ребер, то oн не может
иметь единственнoе паросочетание . Этот результат в некото-
ром смысле неулучшаем, посколысу граф, составленный из ре-
бер где 1 i C j п, имеет п(п-j-- 1)12 ребер и ровцо
одно паросочетание .
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B заключение oтметим, чтo число с 1 из теоремы 1 не цожет
быть больше (2с) 1/2. Рассмотрим грaф G, составленный из ре-
бер aib ;, где 1 С i ` j с г или п- [п 2с } с j< i С п .
Этот граф имеет более ('/2 ' с) п 2 ребер (разумеется, здесь
0 С c ~ 1/2), но только ехр {(1 + о (1)) 2с п 1og п} пгрРсоче-
таний. На самом деле, по-видимому, верхняя гранн i а для
константь1 в показателе раса лажена еще ближе к с 1 .
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