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Abstract . For a sequence A = {A k} of finite subsets of N we introduce :
ő(A) = inf <n A(m)/2n , d(A) = lim infn_ A(n)/2n, where A(m) is the number of sub-
setsAk

9T1,
2, . . ., m} .

The collection of all subsets of {1, . . ., n} together with the operation a u b, (a n b),
(a * b = a u b \ a n b) constitutes a finite semi-group N u (semi-group Nn) (group N*) .
For Nu, Nn we prove analogues of the Erdôs-Landau theorem : ő(A+B) > ö(A)(1+
(2U) -1 (1- 6(A))), where B is a base of N of the average order 1 . We prove for Nu, Nn, N*
analogues of Schnirelmann's theorem (that &(A) + ó(B) > 1 implies 6(A + B) = 1) and the
inequalities A < 2h, where h is the order of the base .

We introduce the concept of divisibility of subsets : a I b if b is a continuation of a .
We prove an analog of the Davenport-Erdôs theorem : if d(A) > 0, then there exists an
infinite sequence {Akr}, where Akr I Akr.1 for r = 1, 2, . . . . In Section 6 we consider for
Nu, Nn , N* analogues of Rohrbach inequality : 2n < g(n) < 2f, where g(n) = min k
over the subsets {a 1 < . .. < ak} Ç {0, 1, 2, . . ., n}, such that every m E {0, 1, 2, . . . . n}
can be expressed as m = ai + agi.

Résumé . Pour une série A = {Ak} de sous-ensembles finis de N on introduit les densités :
ő(A) = infm <n A (m)/2m, d(A) = lim infn__ A(n)/2n où A (m) est le nombre d'ensembles
Ak ç {1, 2, . . . . m} . L'ensemble de toutes les parties de {1, 2, . . ., n} devient, pour les opé-
rations a u b, a n b, a * b = a u b \ a n b, un semi-groupe fini Nu, Nn ou un groupe
N* respectivement . Pour Nu, Nn on démontre l'analogue du théorème de Erdös-Landau :
b(A + B) > ő(A)(1 + (2k)-1(1-ő(A))), où B est une base de N d'ordre moyen X. On dé-
montre pour Nu, Nn , N* l'analogue du théorème de Schnirelmann (si b(A) + b(B) > 1,
alors b(A + B) = 1) et les inégalités X < 2h, où h est l'ordre de base . On introduit le rap-
port de divisibilité des enembles : a 1 b, si b est une continuation de a . On démontre l'ana-
logue du théorème de Davenport-Erdös : si d(A) > 0, alors il existe une sous-série infinie
{Akr }, où Akr 1 Akr+1 , pour r = 1, 2, . . . . Dans le Paragraphe 6 on envisage pour Nu, Nn,
N* les analogues de l'inégalité de Rohrbach : 2n < g(n) < 2f, où g(n) = min k pour
les ensembles {a1 < . . . < ak} Ç {0, 1, 2, . . . . n} tels que pour tout m e {0, 1, 2, . . ., n} on a
m=ai+a,.
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1 .

On appelle semigroupe commutatif naturellement ordonné avec zéro
(désignons-le par H(<, +, 0)) l'ensemble H, IHI iL 0, avec une opération
commutative associative +, avec un élément 0 (E H tel que tous les
a + 0 = a, et avec un tel rapport d'ordre a < b, qu'on a toujours a + x > x
et que a < b - a + x = b pour un x. L'ensemble N de tous les entiers
non-négatifs est H«, +, 0) .

Soit P(S) _ {a c_ S}, où S = { 1, 2, . . ., ISI}, ISI > 1 (à propos, partout,
plus bas a c b- a# b, désignons également S\ a= á pour a E P(S)) .

L'ensemble P(S) est simultanément H(c, u, 0) et H(:), n, S) ; désignons
ces semigroupes par Nu, N'I respectivement . NL~, N I sont des semi-
groupes d'idempotents (a u a = a n a = a) et on a

{xGN'/aux=b}={x/b \ acxcb}, .

{xcNr'/anx=b}={x/a \ bcxDb} .

En effectuant sur P(S) l'opération a * b = (a u b) \ (a n b) (on l'ap-
pelle somme boolienne ou différence symétrique), nous obtenons un
groupe commutatif avec zéro 0 (désignons-le N*) mais N* (comme
tout groupe fini) ne peut être ordonné partiellement ; remarquons à ce
propos que a * a = 0 . Les semigroupes Nu, Nn sont les semistructures
supérieures et habituellement s'envisagent par analogie avec les semi-
groupes structurellement ordonnés . Dans le Paragraphe 3, on montre
qu'en liaison avec le théorème de Erdős-Landau les semigroupes Nu,
Nn apparaissent en qualité d'analogue finis du semigroupe N linéaire-
ment ordonné (cependant, on n'est parvenu à obtenir l'analogue de ce
théorème ni pour N* ni pour des classes suffisamment larges de semi-
structures supérieures) . Dans les Paragraphes 2, 4, 6 on démontre
plusieurs théorèmes dans lesquels Nu, Nn, N* sont analogues à N .
Dans le Paragraphe 5 dans P(S) on introduit le rapport de divisibilité :
a 1 b, si b est une continuation de a . On démontre l'analogue du théo-
rème de Davenport-Erdős sur les séries des nombres de N, ayant une
densité asymptotique inférieure positive .

2 .

Suivant le chapitre 5 de [7], introduisons les désignations suivantes .
Soit B une suite d'entiers non-négatifs, c'est-à-dire que B c N. Pour



tout m E N il existe une représentation

m = E bj ,

	

bj c B,
1<j<y(M)

où en plus y(m) est le nombre minimal de termes . S'il existe en plus un
nombre

(1)

	

h = max y(m)
m>1

alors B s'appelle base d'ordre h . On appelle ordre moyen de base B le
nombre

(2)

	

A = sup (n-1 • 'r y(m)1
n>l

	

15m<n

Dans le théorème 5 .1 de (7j il est montré que pour toute base B de N
on a
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(3)

	

A < h < 2A .

SoitA c_ N, désignons A(n) = I {x E A/x < n}j • On appelle densité
(Schnirelmann) de suite A le nombre

(4)

	

a = inf (n-1 (A(n) - A(0))) .
n> 1

Soit 7 la densité de suite A + B = {a + b/a e A, b E B} . En 1936, Erdős
a démontré que si a > 0, 1 E A, B est une base d'ordre h, alors on a

(5)

	

y > a(1 + (2h)-1 (1 - a)) .
Landau a montré que cette estimation peut être améliorée de la façon
suivante

(6)

	

y > a(1 + (2A) -1 (1- a)) .

Par analogie avec (1), (2), (4) introduisons les désignations suivantes .
Soit B c N' et pour tous m E NJ il existe une répresentation minimum

m=

	

U

	

b .,

	

b.EB ;
1<j<y(m) 1

	

1

il est clair qu'existe max y(m) . Désignons
(1 ' )

	

hu = mmx y(m) .
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Dans ce cas, appelons B U-base de NU d'ordre h . On appelle ordre moyen
de U-base B le nombre

(2')

	

A" = ma, , ( r y(m)IINu (n)l) = max (2-1 l-

	

n y(m)))
nEN m çn

	

neN

	

mÇn

Ici, pour tout A C_N désignons A(n) = I{x E Nu/x C_ n}I . Appelons U-den-
sité de A le nombre

(4')

	

au= min (A(n)IINI(n)I) = min (2-ini • A(n)) .
nŒN U

	

nEN

Il est clair que0< a< l, que a= 1 aA=Nu et que a> 1 a eA .
Analogiquement on détermine une r)-base de NI) d'ordre hn et une *-base
de N* d'ordre h* ; désignons

An = max ( E y(m)II{x E Nn/x n}I) = max (2-lnl

	

y(m)),
ncNn mDn

	

neNn

	

mDn

A* = max ( r y(m)ll{x E N*Ix C_ n}I) = max (2- Inl E y(m)))
nEN mCn

	

nEN*

	

mCn

Théorème 1 .

(Y) (a) Si B est une U-base, alors 1 < hu < ISI, Au < h u < 2Au
(b) Si B est une n-base, alors 1 < hn < ISI, An < hn < 2An
(c) Si B est une *-base, alors 1 < h* < ISI, A* < h* < 2A* .

En effet, soit B une U-base . Dans la représentation minimum

m=

	

U

	

b .,

	

b.EB,
l<j-y(m) 1

	

1

pour tout 1 < j' < y(m) il existe f E S tel que f e bj pour tous 1 < j < y(m),
j j' (puisque, au cas contraire,

b ., C

	

U

	

b .
J

	

1 <j<y(m),j#j, J
et le nombre y(m) n'est pas minimum) . Donc, y(m) < !SI, d'où hu < ISI .
L'inégalité Au < hu est évidente si dans (2') on remplace tous les y(m)
par leur estimation supérieure hu . L'inégalité hu < 2Au se démontre de
la même façon que le théorème 5 .1 de [6] .

Soit x E Nu ; il est clair que x = m U (x \ m) pour un m C_ x . Donc,
en vertu de

m=

	

U

	

b .,

	

x\ m=

	

U

	

d .
l<j<y(m) J

	

l<j<y(x ~ m) J



on a
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x = ( U

	

b .) U (

	

U

	

d .) ,

	

Y(x) < Y(m) +Y(x\m) .
l~j<y(m) I

	

l<j-y(x-m) 1

En totalisant la dernière inégalité pour m C x nous obtenons

2 1xly(x) < E Y(m) + E y(x \ m) = 2 r y(m).
M Çx

	

mcx

	

Mcx

Donc, y(x) < 2A" et, en particulier, h" < 2AI .
Les affirmations (3')(b), (3')(c) sont démontrées analogiquement ; ce

faisant, dans la démonstration de hn< 2Xn on se sert de ce que pour
m D x on a x= m n m\ x et m, m\ x x ; dans la démonstration de h*
< 2X* on se sert de ce que pour m S x on a x = m * (x \ m) et m, x \ m ç x .

3 .

Démontrons maintenant l'analogue de (6) (théorème de Erdös-Landau)
pour N, Nn . Pour tous i = 1, 2, 3, . . ., ISI désignons q(i)=(3` - 2`-i )/22i-i
Il est clair que q(i) est une fonction décroissante (q(i) = 1, 7/8, 23/32,
73/128 pour q = 1, 2, 3, 4) .

Pour tous A,B C_ NLI désignons Cb = {c = a U b/a E A}, C = Ub EB Cb
désignons par yb , y`' les u-densités des ensembles Cb , C respectivement .
Soit y = maxb EB yb . Analogiquement, on introduit les n-densités yb,
yn~ yn

Théorème 2.
(6') (a) Si B est une U-base de N", alors

y" > y u > a" (1 + (2A")-1 (q(ISI) - a'».

(b) Si B est une n-base de Nn, alors

yn > y n > a n(1 + (2X»-l (q(ISI - a n».

En effet, il suffit de démontrer uniquement (6')(a) (aussi, plus loin,
écrirons-nous partout y, y, a, A au lieu de yLl, y ", a'J, ALI respectivement),
puisque la démonstration de (6')(b) s'obtient facilement de la démonstra-
tion de (6')(a), en remplaçant a U b, a C b, b \ a, 0 par a n b, a D b, a \ b,
S respectivement . La démonstration suivante de (6')(a) est une modifica-
tion de la démonstration de (6), donnée par Mann dans le chapitre 5 de
(71 ; on conserve presque toutes les désignations de la démonstration de
[7] •
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On donne 0$ n E N`-' . Pour tout m c n désignons

Dm = {acA/acn\m,aLim0A},

Em = {aGA/acn\m,aUmEA } .
On a

(7)

	

IDMI + IEM I =A(n \ m) .

Soient Z(n) = I{(a i , aj)/n D ai , aj E A, a i c aj }I . On a Z(n) < 0 (n) ) puisque
ai c aj - ai e a i . Pour chaque paire semblable on a a i E Ek , ..où

k = ai 1 ai (0 k c_ n), puisque a i E A, ai g a i U (n \ ai ) = n \ (aj \ a i) _
n \ k, a i U k = a~ E A . Pour k' e k, a i E Ek , , a i U k' = aj est impossible
(puisque ai U k = ai U k, k' k = ai \ a i - k' \ k existe et 0 ;
a,çn\k, k'\k=Í -a i U(k'\k)Dai , d'où envertu deai Cn\kona
ai U (k' \ k) U k D a i U k, ce qui contredit à a i U k' = a i U k . D'un autre
côté, à toute paire k (Q k c_ n), ai (a i E Ek) correspond exactement une
paire a i , a i U k des Z(n) paires envisagées . Donc,

(8)

	

r IEm I = Z(n) < 0 (n) ) .
Q#mcn

Pour t, m (t c_ m c n) et a i (ai E Dm, a i e Dt ) désignons a U t = a' . On
a a' E Dm \ t , puisque a' E A (au cas contraire a U t e A, a c_ n \ t (en
vertu de a c_ n \ m, t c_ m) et donc a E Dt), a' c_ n \ (m \ t) en vertu de
ac_ n\m, a'U (m\t)= (aU 0U (m\t)= a U m 0 A en vertu de aEDm*
Aux différents a (et il n'y en a que IDm \ (Dm n Dt)I > IDmI - IDt l) cor-
respondent différents a' . Donc,

(9)

	

IDmI < IDt l + IDM\tl .

Soit m = U1 < j, y(m) bj une représentation minimum de m sous forme
d'une réunion d'éléments de B. On a tous les bj c_ m ; donc, en appli-
quant conséquemment (9), nous obtenons

(10)

	

IDm I < IDb,l + . . . + I Dby(m)l .

A plus forte raison

,,,l <

	

(Y(m) • I Db-I),
p ~mçn IDM

I

où l'élément b' c {bjll < j < y(m), 0 m c_ n} est choisi de façon que
DF = max

	

max IDbI} .
¢#mçn (1<j<y(m)

	

1



Ensuite
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Z ID I < ID ,I •
21n1( ri 2 - Inly(m» < 2 1 n 1 A ID I

Q#mcn m

	

b

	

Q#mcn

	

b

MaisDb - c_ (a E A/a u b' c_ n, a u b' 0 A} ; donc, rappelant la désignation
Cb,(n) = 1(c = a u b'/cc n, pour a E A}I, nous obtenons

(11)

	

E

	

IDM I < A2,n,(Cb,(n) - A(n)) .
Q#mCn

En appliquant (7) et (8) nous obtenons

(12)

	

X21 n1 (Cb,(n)-A(n))> E A(n\m)- E IEM I
Q mcn

	

Q mc n

> r A(M) - (AZn»)
mcn

A2 1 n 1 Cb,(n) > A21nIA(n) + r (21m1 (2-ImIA(m))) - (AZn»
mCn

> X21ni,4(n ) + E 21m1 - 2((A(n))2 - A(n)) .
mcn

Il est clair que

r 21ml=-21nl+

	

(Inl)2i=(2 + l)Inl-21ni=31n1-21n1
mcn

	

0 i~ Inl

et que A(n) > 21nla . Donc
X21n1 Cb,(n) > (31n1 - 21nl)a + 21ni ja + A21nlA(n) - i (A(n)) 2 .

Ensuite, en divisant les deux parties de l'inégalité par 221nl et en rappel-
ant la désignation q(i) _ (3i - 2i-1)/22i-1, nous obtenons

(13)

	

A2-1n1 Cb ,(n)> iq(Inl)a+X2 -1n1A(n)-2(2-1nIA(n))2 .

En vertu de A > 1 on a (d/dx)/Ax - 2 x2 = A - x > 0 pour 0 < x < 1 .
Mais a < 2 -InIA(n) < 1 ; donc,

X2-,n 1Cb , (n ) > i q(Inj) + Aa - Za 2 ,

2-1niCb ,(n) > a(1 + (2A)-1 (q(InU - a)),

yb , > a(1 + (2A) -1 (q(ISI) - a» .

Mais y > 7 > yb , et donc le théorème est démontré .
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Remarque 1 . Une analogie plus rigoreuse avec l'ordre moyen de la base
et de la densité d'une suite est représentée dans NI' par
(2")

	

Ao = #maNu (2-Int- 1) p# ri y(m),~

(4")

	

ao = 0$m NU (2-tnl _ 1)(A(n) - A(O».

Désignons qo(i) = 6(3i -1 -2i-1 + 1/6)/(2`-1)2 pour i = 1, 2, 3, . . ., ISI ; la
fonction qo(i) décroît (qo(i) = 1, 7/9, 31/49, 23/45 pour i = 1, 2, 3, 4) .
En introduisant les modifications correspondantes dans la démonstra-
tion du théorème 2, on peut montrer
(6") (a) si B est une u-base de NIJ, alors

yo > y0 > ao(1 +(2Ao) -1 (go (ISI) - a"».
(Cependant, dans le cas insignifiant A D Q E B la démonstration de
(6")(a) est encombrante .)

Remarque 2. Pour le groupe N* on obtient des analogues de (7), (8)
mais pas de (9) ; pour les semistructures supérieures on obtient des ana-
logues de (7), (9), mais pas de (8), On n'est pas parvenu à obtenir l'ana-
logue de la première inégalité fondamentale (c'est l'inégalité utilisée dans
[7] pour la démonstration du difficile théorème de Kasch, qui renforce
(6), puisque (8) est une inégalité à la différence de son original .

Remarque 3 . En vertu du fait que q(i) < 1, qo(i) < 1, les estimations
(6')(a), (6")(a) sont plus faibles que les estimations y > (1+(2A)-1(1-a))a
de Erdős-Landau (pour N) . Mais (6')(a) (pour Y-) coïncide avec (6)
(pour N) pour

yb nENJ
min

, nl=1 (2-InI Cb (n)),

(et alors yb . = 0, z ,1) ; (6")(a) (pour Nu) coïncide avec'(6) (pour N) pour

y0 , =

	

min

	

((2-Int -1)(Cb,(n) - Cb .(0))) .
m(=-Nu, Inl=1

4 .

Comparons maintenant la situation dans Nu, Nn, N* avec les théo-
rèmes suivants de Schnirelmann et de Mann pour l'ensemble N d'entiers



non-négatifs . Soit A, B c_ N ; désignons C = A + B = {a+b/aE A, b E B}, dé-
signons par a, 0, y les densités (cf. (4)) de A, B, C respectivement . Les
deux théorèmes suivants de Schnirelmann (1930) ont lieu :

(14) si 1 E A et 0 E B, alors y> a+ o- agi,
(1 5) si 0 E A n B et a + 0 > l, alors y=l .

Mann en 1942 a démontré le théorème fondamental suivant :

(16) si 0 E A n B, alors y > min(1, a + 0) .
Montrons que dans Nu, Nn, N* ont lieu les analogues de (15), mais

que n'ont pas lieu pour Nu, Nn les analogues de (14) (et donc de (16)
encore plus) . Soit A, B c_ P(S), où P(S) est l'ensemble de toutes les
parties de l'ensemble S={1, . . ., ISI}, ISI > 1 . Désignons
Cu = A ú B= {a u b/a c A, b c B}, désignons par au ou, yu les u-densi-
tés (cf. (4' )) de A, B, Cu respectivement . Analogiquement définissons les
ensembles Cn _ {a n b/a e A, b E B}, C* _ {a * b/a E A, b c B} et les
n-densités an, fin, yn de A, B, Cn respectivement et les *-densités a * , Q*,
y* de A, B, C* respectivement .

M. Deza, P. Erdős / Extension de quelques théorèmes

	

303

En effet, (15')(a) peut être démontré en modifiant un peu la démon-
stration de (15) . Remarquons que au + Ou > 1 - 0 c A n B, puisque,
au cas contraire, on aurait, par exemple, 0 e A, d'où au = 0, au + Ru =
eu > 1, ce qui est impossible . Supposons que au + eu > 1 +yu = 1,
c'est-à-dire qu'existe n E 1Vu, tel que n 0 Cu. En vertu de 0 E A n B
on a n e A, n 0 B. Envisageons les ensembles A n = {a e A/a c_ n},
Bn = {b E B, b c_ n} ; soient A n = {a l , . . ., auL Bn = {b 1 , . . ., b,}, soient
Pn = {a l , . . ., au , n \ b l , . . ., n \ b,} . On a IPn I = u + v, puisque, au cas
contraire a i = n \ b i et, donc, n = a i u bi . Mais pour p E Pn on a 0 ç p ç n
et donc, IPn l < 21ni, u + v < 21ni . D'autre part 1 < au + Ou < lAnil2ini
+ IBn 1/21n1, c'est-à-dire que 2 1 ni < u + v . La contradiction obtenue dé-
montre (15')(a) . La démonstration de (15')(b) est analogue (il faut
partout remplacer u, 0, n \ bi par n, S, bi \ n respectivement) . La dé-
monstration de (15')(c) s'obtient en remplaçant u, n \ bi par *, n * bj
respectivement ; ici nous utilisons le fait que n * bi c_ n pour bi c n et
que a i = n*bj aai * bj =n .

Théorème 3 .

(15') (a) au + eu > 1 yu = 1 .
(b)an+en > 1 yn= 1 .
(c) a* + e* > 1 'Y* = 1 .
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Remarque 4. Envisageons l'exemple suivant pour S = {1,2,31 : A = {01,
{ l} ; B = {O}, {1 }, {21,13}, { 1,2}, { 1,3}, {1,2,3} . Il est clair que au = 4,
eu = á et que y" = 4 (puisque Cu = B). Nous obtenons un contre-exemple
pour les analogues de (15) (dans le cas a + f3 = 1) et de (14), (16) . Le
problème de la recherche d'estimations du type (14), (16) pour yU (au
sens d'une définition de (4') ou de (4")) reste ouvert. En remplaçant
dans A, B tous les ensembles par leurs compléments, nous obtiendrons
un contre-exemple analogue pour yn

Remarque 5 . N* est un groupe abélian fini. Aussi, en aplliquant à N*
les théorèmes de Kneser (cf. les théorèmes 1 .5, 1 .6 de [7], nous obte-
nons pour tous A, B ç N* (ici A ~ B = {a * b/a E A, b (E B}),

(17) il existe un sousgroupe H de N*, tel que (A ~ B) i H = A ~ B et
que JA~BI>IA~HI+IB~HI-IHI,

(18) si H est le plus grand sousgroupe de N* , tel que (A ~ B) ~ H = A B,
alors IA ~BI > IAI + IBI - 21HI .
Ainsi, (17), (18) donnent de bonnes estimations pour y* . Reste

ouvert le problème de la justification dans N* de l'analogue du théo-
rème de Vosper (cf . le théorème 1 .3 de [7 ]), dans lequel on montre
que dans un groupe de résidus mod p (p est un nombre premier) on a
IA+BI > IA I + IBI, à l'exception de quelques cas spéciaux exactement
décrits .

5 .

Davenport et Erdős ont démontré en 1951 (cf. le théorème 5 du
chapitre 5 de [6]) que toute série d'entiers non-négatifs, possédant une
densité logarithmique inférieure positive, contient une sous-série ail ,
a12, . . ., telle que air 1 ai,. .,, (r = 1, 2, 3, . . . ) . Nous démontrons ci-dessous
l'analogue de ce théorème .

Soit A = {Ak} une famille d'ensembles finis d'entiers non-négatifs,
c'est-à-dire que tous AkCN. Nous dirons que {Ak} a une densité asympto-
tique inférieure positive s'il existe une constante absolue c > 0 et une
infinité de nombres n E N tels qu'au moins c • 2" ensembles Ak sont
contenus dans (1, n) . Définissons de la façon suivante la division des
ensemblesAk : désignons par Ak 1 1 Akt l'affirmation que Akt est la
continuation de Aki , c'est-à-dire que Aki = (a l , . . ., a pi ), a l < . . . < api
et Akt = (a l , . . ., ap1 , aP1+1 , . . ., apt ), a l < . . . < api < ap1+1 < . . . < apt ) .
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Théorème 4 . Soit la famille A = {Ak} a une densité asymptotique inféri-
eure positive. Alors existe Au E {Ak} tel que la famille A' _ {A k/Au 1 Ak}
a une densité asymptotique inférieure positive.

En effet, il existe une infinité de nombres n tels qu'il existe c • 2`1
ensembles Ak ayant n en qualité d'élément le plus grand . Remarquons
également que si Ak, 1 Ak2 et Ak2 4 Akl , il n'existe pas d'ensemble Al tel
que Ak, 1 A i, Ak2 1 Al .

Soient n 1 < . . . < nt tels qu'il existe c • 2nk -1 ensembles de famille,
dont le plus grand élément est nk, 1 S k ‹ t . Soit x > nt et soit Al un
ensemble avec un élément maximum ml S n t . Il existe 2x - mi ensembles
B tels que B C (1, x) et Al 1 B .

Ainsi, il existe au moins c- 2` ensembles B, tels que Al 1 B et que
leur élément maximum est nk . Donc, il existe au moins tc •2x -1 ensem-
bles B avec Al 1 B pour un Al, m l = n 1 ou = n2 , . . ., ou = n t .

Mais tc •2x -1 > 2x pour un nombre assez grand t = to(c), ce qui est
impossible à l'exception du cas où les deux ensembles Al (m l = n 1 , . . ., nk)
ont un multiple commun, ce qui est possible uniquement pour
Ak, 1 Ak2 . Ainsi, {Ak} est une série "non-primitive" (c'est l'analogue du
théorème connu) suivant lequel d(A) = 0 pour toute série primitive de
N. Bien plus, il est clair qu'il existe un nombre c'> 0 tel qu'au moins
c' •2x ensembles A, (m = n 1 , . . ., nk) ont un multiple commun, ce qui est
possible uniquement si l'un d'eux divise (est la continuation) tous les
autres . Le théorème est démontré .

Remarque 6 . La conséquence évidente du théorème 4 est que toute
suite {Ak} d'ensembles de N, ayant une densité asymptotique inférieure
positive, contient une sous-suite infinie {Ak i }, telle que Akr I Akr+l
(r = 1, 2, 3, . . .) . Remarquons également que dans le théorème de
Davenport et Erdős on parlait d'une densité logarithmique inférieure

ô(A) = lim inf ( 1 	r 1)
n-' -

	

og n ai< n ai

et non d'une densité asymptotique d(A) = lim infn ,_ (A (n)/n) ; en
raison de S(A) > d(A) > 0, le théorème de Davenport et Erdős est plus
fort que l'affirmation correspondante pour d(A) . Le théorème 4 est
démontré pour l'analogue de d(A), puisque, lorqu'on passe des suites
A d'éléments de N aux suites Ak d'ensembles de N il est difficile de
trouver l'analogue naturel de S(A) .
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Indiquons ici même deux conjectures :
(1) Pour toute famille {Ak} d'ensembles, on a qu'une famille d'ensem-

bles {B} pour lesquels Ak y B pour chaque k, a la densité . Apparemment,
cette conjecture est également exacte au cas où Ak 1 Al est défini par
Ak cA l (à propos, un avantage de cette,a définition est la présence pour
tous Ak , A l de leur plus petit commun multiple Ak u A l ) . L'analogue de
cette conjecture n'est pas exact pour les séries de nombres de N (cf . les
théorèmes de Erdős dans Paragraphes 5, 6 eh. 5 de [6]) .

(2) Pour toute famille {Ak } d'ensembles tels que tous les Al u Ai sont
différents, on a lim infn,„A(n)/2n/ 2 = 0, mais pour certains {Ak } on a
lim sup, „ A(n)/2n12 > 0 . Les analogues (pour des séries de nombres
de N) des deux affirmations de cette conjecture ont été démontré par
Erdős (cf. Paragraphe 3 ; Sidon's problèmes dans ch . 2 de [6]) .

6 .

Envisageons maintenant un autre problème par rapport auquel les
semigroupes Nu, Nn, et aussi N-*, se comportent analogiquement à N .
Désignons par {0,1, . . .,nl tout ensembles B c N, tel que pour tout non-
nul a E 0, 1, . . ., n on a a = b 1 + . . . + b r pour des différents b 1 , . . ., br E B,
r < k .- Désignons par Nu,

	

n, N* tout ensembles B c_ Nu (Nn, N*,
respectivement) tel que pour tout non-nul a E N-' (NI, N*, respective-
ment) on a a = b l u _U b r (a = b l n . . . n b r , a = b, * . . . * b r , respec-
tivement) pour des différents b 1 , . . ., b r E B, r < k . Désignons pour k
et n, Nu, NI', N* donnés

ak =min1 {0,1, . . .,n}I,

	

ek=minyi,

Ok = min l eNn 1,

	

ek = min 1 N* I

et appelons les ensembles réalisant les nombres ek , ek, Ok' ek , racines
minimales de degré k de {0,1, . . ., n}, Nu, NrI, N*, respectivement .

Dans [ 3 ] on montre le résultat de Rohrbach suivant
(1+e)\r2--n <02 <2\/n pour une>0 .

Dans [8] on montre que pour 1092 INul = ISI pair on a
\/21NLI1 < e < 2 INLlI .

Restent provisoirement non-résolus : la conjecture de Rohrbach
(02 = 2-,/n + 0(1)) et le problème de Erdős-Moser (a2 > (ou <) (1,75)
IN"l?) (cf. [5]) .
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Théorème 5 . R existe des constantes C , C (dépendant seulement de k)
telles que C l 21s1 < Rk' ek, ek < CI

21 1

En effet, soit B une racine minimum

	

. L'ensemble d'ensembles
{b1 . . . b r/b 1 , . . ., b r E B, r < k} contient au plus E 1 < r<

k (B I) éléments
et en même temps, il contient,un quelconque élément de Nu \ {0} . Donc,

p u) > IN"I - l .
l<r<k (rk

Pour ISI -~ on a INu I > k, ak > k et, donc, a lieu la formule connue

sk
(Z) - k(k) - k kk e-rk21(Z-k)l ~ (0<7< 1 ),

d'où nous obtenons l'estimation inférieure pour fák ; pour e', ek la dé-
monstration est analogue .

Appelons le système de sous-semigroupes Ni, . . ., Nk deNu \ {(~}
k-convenable si on a

(a) INi 1 = . . . = INk-11 = 2[IS11kl _ l, INkj = 2161-(k-1)[IS11k])

	

l .
(b) aENu\{0}-a=bj1 U . . .Libjr pour des1<il < . . .<jr <k

et bj l E N1, . . ., bjr E N10, .
(c) Pour tous 1 < j < k, a EN il n'existe pas de représentation

a=bj,U . . .Ubjr ,où1<jl < . ..<jr <k,tous lesi l , . . . . jr *-j et
b . E N;, -- bjr E Nr. (Voilà un example de système k-convenable
pour S = {l,2,3,4,5,6,7}, k = 3 . N I = { 11, {2}, { 1,2} ; N2 ={31,(41, {3,4} ;
N3 = { 5}, {6}, {7}, {5,6}, {5,7}, {6,7}, {5,6,7} .)

Soit B = U l< j< k N,P . Il est clair, en vertu de (a), que B = NIJ ; donc,
eu < IBI = (k-1) (2[15I1k]-1) + (2151-(k-1)[IS11k] -1) . Soit
ISI - (k-1) [IS'1/kl = q (0 < q < k) . On a IBI = 2[ISIIkI (k-1+2[1sllkl + q/k)+k,
d'où découle l'estimation supérieure pour fák . La même estimation a lieu
pour Rk , puisque B = N"N (en vertu de (c)) nous pouvons remplacer le
signe U par * dans (a), (b) . Enfin, en rappelant la désignation a = S \ a
pour a E Nn, désignons Ni _ {a/a E Nj} pour 1 < j < k. Il est évident
que

l
U Nn

	

N~ I- IBI
l<j<k l I

	

I
1<
U
j<k l

Mais U1< j~ kNj =«n puisque a = bjl U . . . U bjr - a = bj, n . ., n
Nous obtenons IBI > e et le théorème est démontré .
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Remarque 7 . Ce théorème est démontré par analogie avec le lemme 1 de
[2] . Dans [21 on montre que le problème de la recherche d'une racine
minimum

	

est directement lié à celui du bruit additif le pire (du
point de vue des possibilités de construction d'un code correcteur effec-
tif) contenant un nombre donné d'éléments de . On y montre aussi
que a2 = 1, 2, 4, 5, 9 pour ISI = 1, 2, 3, 4, 5 et que

2 + ~/2isi - á < a2 < 2[isi/21 + 2isI - [Isi12 ] - 2 pour 1S1 6. Dans le
théorème 1 de [2] pour tout sous-ensemble B I de racine minimum
,/N* on donne les estimations de son "rôle relatif' I N* \ B1 1 par IB 1 1 .

Note ajoutée en épreuve . Nous avons récemment prouvé la conjecture
(1) de paragraphe 5 et J .S. Huang (Université de Montréal) a prouvé
la conjecture (2) de paragraphe 5 .
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