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1. Btablir des conjectures.

les méthodes probahbilistes permettent d'établir des conjectures en théorie des
nombres. C'est ainsi que CRAMER [1], observant que, pour presque toutes les suites

8, vérifiant a ~n log n , on avait
a - a
Tim-otl_ B

(10g n)2

a conjecturé que 1'on avait pour Py la suite dasg nombres premiers

P, ~ D
T - 8§,

2
(log n)
Les meilleurs résultats sur la différence B =8 sont trés loin de cette

conjecture : HUXLEY [10] a démontré que, pour tout e > 0 , on avait

c (7/12)¢
P, =D =0k'pr‘1?’1')'c) ,

“n+l n

et d'autre part RANKIN [ 13] a montré que, pour tout ¢ > 0 , 1'infgalité

(log log pn}(log log log log pn}

P - P, > (¥ = e)log 2

n+1 (log log log pn)z

gtait vérifide une infinité de fois ( v est la constante d'Buler).

2. Fonction de répartition.

Le livre de références est celui de KURILIUS [11] dont 1'introduction fait un
trés bon historique de la question et qui denne de nombreuses références, dont 9

by

articles de H, DELANGE qui a contribué a 1'étude de ces probléues.

Définition. - On dit gqu'une fonction f de N dans R a une fonction de répar-

tition F , si, pour tout x rdel, on a :
it el

lim-% card{n € N ; fln) < x} = F(x) .

DAVENPORT [2j a montré que U(n)fn sy OU ﬁfn) eat la sonme deg diviseurs de n ,

P B AT R T T Iy ;
i 15 ;). SCHOENBER: a montré que

a une fonction de répartition continue {ef. aussi

p(n)/n , ot @ est L'indicateur d'Buler, a ausai une fonction de rdpartition [147.

Une fonction est dite additive, si, pour m ef n premiers entre eux, on a

f(mn) = f(m) £(n) , et fortement additive si on a toujours f(mn) = £{m) f(n) .

ERDOS et WINTNER [5] ont démontré qu'une fonction arithmétique additive a une fonc-

tion de répartition si, et seulement si, les séries

5 £'(p) 4 ¥ (£ E)?
P

p premier v premier
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sont convergentes, avec f'(p) = f(p) si fp) <1 ,et £'(p) =1 si f(p) >1
(cf. [11], théordme 4.5, p. 74).

En 1936, ERDOS [4] a démontré : Soit w(n) 1le nombre de diviseurs premiers de

n,ona

1

?lt—card[n < X 3 uu(n) > log log n] =_5__ .

Ce résultat a été généralisé avec KAC [6] grAce au théoréme central limite des

probabilités et au crible de Brun.

THEOREME (ERDUS-KAC). — Soit f wune fonction fortement additive vérifiant

If(p)l <M pour tout p premier, et telle que les séries

. 2
5 1) oS - 2(p)°
p premier p — P premier P
soient divergentes. On pose

£(p) £(p)°\2
A(x) = qu —p—- _(:‘,'_‘fi B(X) = (szC “"—ZI;"—) N

Alors on a ¢

lim-}{- card{n < x ; f(n) < A(x) + tB(x)] = a(t) ,

a(t) = "JI?E ,]"fm exp(= x°/2)dx .

La démonstration se trouve dans KUBILIUS ([ 111, théordme 4.2, p. 61). Elle est
basée sur le fait qu'une fonction fortement additive est la somme de variables

gléatoires X qui valent f(p) avec la probabilité -%‘- y et O avec la probabi-
1
1lité (1 - =) .
(1-2)

3, Comportement de f(n) par rapport & f(n + 1) .

Si f est une fonction additive qui satisfait aux conditions du théoréme de
ErdSs-Kac, on peut montrer (IEVEQUE [12]) que T(n) et f(n + 1) se comportent
comme des variables indépendantes, En particulier, si A(n) est le nombre de divi-
seurs de n , l'ensemble des n vérifiant d(n + 1) > A(n) = pour densité 1/2 ;
et de mBme pour w(n) , le nombrs de diviseurs premiers de n (ERDOS [3]). On ne

sait rien dire sur les entiers n tels que wln + 1) = wln) .

Si 1'on choisit pour f la fonction fortement additive, A4finie par f(p)=log p,
glors f(n) = logn , et on a toujours fin + 1) > f(n) . Par contre, si 1'on choi-
git f(p) =p ou f(p) = (log p)¥ avee >0, « # 1 4, on ne peut rien dire sur
la densité des n tels que f(n + 1) > f(n) , car les grands nombres premiers sont
décisifs.

Soit g(n) wune fonction donnée. Om pose f(n) =p , o p est le plus petit
diviseur de n vérifiant p > g(n) . Si, pour tout ¢ >0, g(n) = c-(ns) s alors
les n 4 tels que f(n + 1) > f(n) , ont pour densité i/2 . Mais si g(n) = n° .

¢>0 , on ne sait rien,



1=03
Rappelons qu'une fonction additive et croissante est proportionnelle & logn .
tne fonction f , vérifiant
lim f(n+ 1) = f(n) =0,
est aussi proportionnelle 2 log n . Enfin WIRSING [16] a récemment démontré que si
f additive vérifiait
f(n + 1) - f(n) <C,

on avait f(n) = a log n + g(n) avec g(n) borné.

4, Probldmes de base additive d'ordre 2 .
MWWW
Pour ce genre de probldme, voir le livre de HALBERSTAM et ROTH ([ 97, chapitre 3).

Etant donnée une suite (ai) , on appelle g(n) 1le nombre de représentations
n=a +a;. SIDON avait demandé s'il était possible de trouver une suite (ai)
telle que g(n) > 0 pour tout n =assez grand, mais telle que g(n) = 0(n®) pour
tout € « BERDOS [7] a résolu ce probléme par un argument probabilistique, et a méme

démontré que, pour presque toutes les suites, on avait :

c, logn<g(n) <c, logn.

1 2
Mais on ne connait pas de suite explicite pour laquelle ces inégalités sont véri-

fides. On ne sait pas non plus s'il existe une suite telle que

i S g(n)/1ogn=¢c>0.

_ CONJECTURE (primée 1000 francs suisses). — Pour toute suite, telle que g(n) > 0

3 partir d'un certain rang, on a 1im g(n) = » , Peut-8tre a=-t—on

mm e
log n

Une conjecture plus forte est la suivante. Pour toute suite (ak) » vérifiant

ﬁc< ck2 y O & lim g(n) = o ,

5. Probléme de Erdds et Moser,

P e i e e .

Etant donné x , trouver k = f(x) 1le nombre maximum d'entiers 8,<A,<e . o<l <X

tels que les sommes 4=1 €1 ¥4 0 ol €4 vaut 0 ou 1 , soient toutes distinctes.
8i 1'on prend x = Ek et a, = 21_1 , on voit que f(Ek) >k « Si 1'on prend

x =8, les nombres 3, 5, &, 7 forment une meilleure famille. CONWAY et GUY

ont un exemple numérique non publié de 24 nombres inférieurs 2 222 ayant la pro-

priété.
Par une méthode probabiliste, MOSER et ERDOS [ 8] ont montré

log x log log x
f(x) < Tos 2t Sdog D t O

CONJECTURE. - lMontrer que f(x) < (log x/1og 2) + ¢ , et trouver un exemple numé-

rique_avec f(zk) >k 3
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