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PRGPPIETES PROBA_BILISTES

des DIVISEURS d'un NOMBRE

par

P . ERDGS et J.L . NICOLAS

INTRODUCTION

P . Erdős a démontré que la densité asymptotique des

entiers ayant deux diviseurs d
1

et d2 vérifíant

d 1 < d 2 < 2 d
1

existe (cf . (2)

	

et le livre de Halberstam et

Roth ( 9), p . 262, th . 14) . Soit

F(n) = max(

	

1)
t t/2< d< t

dl n

t
L'énoncé précédent revient á dire : lim -(

	

1)

	

c
x -->- x F(n)> I

~ x

P . Erdős a conjecturé que c = 1, c'est-á-díre que, presque tous

les entiers ont deux diviseurs d 1 et d2 tels que d l < d2 < 2 d 1

Les résultats actuellement connus sont beaucoup moins

satisfaisants sue la répartítíon probabíliste des díviseurs d'un

nombre que sur celle des diviseurs premiers d'un nombre .

En effet, on sait, ((»)) que presque tous les nombres n

log log n + 0(W(n) Flog log n)

facteurs premiers (J) est une fonction quelconque telle que

1ím q) (n)
n-

Mais on sait aussi que si 1'on ecrit

p
I

	

p2

	

p

	

pour 1'entier " moyen " n, le íeme facteur

premier est de l'ordre de exr: ! •,xp í) . Plus précisément : ( `5)
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p . 178) : Pour tout e > 0 et n > 0, i existe í 0 tel que pour

tons les n < x (sauf au plus e x), on a pour i > z
0

(1 -n) i < log log p
i < (1 + n) i

P . Erdős a également démontré (cf . (3) oú 1e théoréme 1

donne un résultat plus fort) que presque tons les entíers ont

deux diviseurs premiers p et q vérifiant p < q < p 2 . Enfin

nous utiliserons (proposition 2) une autre propriété probabiliste

des diviseurs premiers de n .

On peut ainsi considérer 1'étude de la fonction F(n)

comme une approche de la répartition des diviseurs d'un nombre .

On peut définir également la fonctíon g

1
g(n) = max

	

m (

	

d)
l,m,n d I n

d;m

I1 est facile de voír (cf . ( 7 )) que Von a pour tout n

1
2

F(n) -< g(n) S 2 F(n)

Dans deux précédents articles, nous avons donné diverses propriétés

des fonctíons F et g concernant notamment les " grandes "

valeurs qu'elles peuvent prendre . (cf . (6) et ( 7 )) . Signalons á

ce propos que les résultats mentionnés dans ((6) p . 86) sur la

fonction f :

f(n) = n/d
n avec dn le plus petit diviseur de n

tel que

dln,d,d
n

ont été rédigés par Tran ((111)
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d >, n

1Vous allons nous intéresser a la fonction p(n), une

des valeurs de m pour laquelle le maximum intervenant dans la

défínition de g(n) est réalísé . On a donc

g(n) _ ~(n)

	

d
d n,d,<A(n)



DIVISEURS DUN, NO_11GRP

Les n pour lesquels le maximum est atteint en plusieurs points

sont sőrement trés difficiles á étudier, c'est un probléme du type

nombres parfaits . Mais daps les résultats que nous obtenons, la

détermination de la function 4 est sans importance .

nous nous proposons de démontrer les résultats suivants

THEORÉ_E 1 -

Pour route constarte c, 5 0,23 et pour tout n asset

grand, on a

p(n) 3 exp(c 1 Log n / Zog Zog n)

THÉOREME 2 -

21 existe une constante c2 > 0, teZZe que pour une

de

	

on ait .

A(n) ; exp(c2 log n / log log n)

THÉORÉME 3 -

oi o(n) désigne Za some des diviseurs de n .

Pour presque tout n, orz a

A(n) < n, c'est-á-dire g(n) > a(n)
n

Dans les démonstrations, it sera commode d'utiliser la

notation :

gm(n) = m

	

d
d n,d;m

On a ainsi : a(n) = gn (n) et : g(n) -= max

	

gm(n) = gn(n) (n)g
i<m,n

I1 est d'autre part facile de voir que A(n) est un diviseur de n .
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LEMME 1 -

Soít p premier et a entier . Si p divise n, alors

0(n) > pa .

Démonstration -

Soit m < pa , on va montrer que gpm(n) > gm (n) .

Soít d, = 1, d 2 , . . ., d i

á pm . On aura done

P . ERDÓS-J .L . NICOLAS

§1 . DEMONSTRATION du TRÉOREME 1

les diviseurs de n inférieurs á m;

alors 1, p d l , . . ., p d i seront des diviseurs de n inférieurs

gpm(n) > pm (1 + p d l + . . . + p di ) = p1

	

+ gm(n) > gm (n) .

Le lemme 1 montre que A(n) > f(n) = max pa .
p a 1 n

Les " petites " valeurs de la fonction f sont obtenues pour

n = e~ (x) , oú ~(x) _

	

log p est une des fonction de Tchebícheff .
ap ~<x

Précísons aussi que e" x) est le p .p .c .m . des entiers. <,x . Les

nombres de la forme n = e~ (x) ont beaucoup de diviseurs, et le

théoréme central limite des probabilités (cf . ( 7)) índíque qu'ils

sont regroupés en majorizé autour de vln- , ce qui implique que A(n)

soft voisin de Vn- , alors que le lemme 1 ne donne qu'une minoration

de 1'ordre de log n . C'est en utilisant cetre opposition que Von

démontre le théoréme 1 .

aSoit n = q,1 g2a2 . . . gkak , vérifiant q, < q2 <

	

<

On écrit pour alléger A(n) = exp(c log n / log log n) et on
a-

suppose que max q i. 1 ,< A(n) sínon le lemme 1 donne le résultat .
i

On écrit

(1)

	

n = D 1 D2 . . . Dr

206

qk



oú les D . sont des diviseurs de n premiers entre eux deux á deux

et vérifiant pour tout j : A(n) 2 : Dj

	

A(n) 3 . On peut obtenir une

te11e décomposition (1) en prenant par exemple
a .a l

	

1 1
D, = q l

	

. . . qi
1

1 1 étant le plus petit indice pour lequel D 1 soit supérieur á
a .

A(n)2 . Ensuite on choisit D2 =

	

7

	

q i 1 etc . . .
1 1 <1'12

Comme on a D . < A(n) 3 , le nombre r de facteurs dans
J

la formule (1) vérifie

1	 log n

	

_

	

1
r' 3

	

log A(n)

	

3 c log log n

d de n s'écriraUn diviseur

DIVISEURS D'UIV NOMBRE

d = d l d 2 .
.—

d r avec dj I Dj

Choisissons maintenant m < A(n) . Si Von a d m, on aura forcément

pour tout j

	

dd

	

m < V-D. e t le nombre de diviseurs d de n
J

	

J

inférieurs á m sera majoré par d(n)/ r . 11 vient alors

g (n) = 1

	

d

	

1

	

2 d(n) =	d(n)
m

	

m d n,d,<m

	

d~n dl<m

	

2r

	

(log n)
(log2~3c

Maintenant, par le princípe des tiroirs, on voit que pour tout n,

g(n) , 2
	 lllog22n d(n)

	

cf .( 7), prop . 1 .
g

On en déduit que pour c <
3

log 2, on a, pour n asset grand,

A(n) , A(n) et cela démontre le théoréme 1 .

§2 . DÉMONSTRATION du THEOREMS 2

On consídére des nombres premiers q l < q 2 < . . . < qk

vérifiant

x"
x < qk < a

X'<
<"k-í

<

	

31
A

	

a
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oú a est un nombre réel fixé > 1, et

	

et x" des nombres voisins

tendant simultanément vers 1'infini ; par exemple

log x'

Soit n = ql q2 . . . qk • On va montrer que A(n) = qk .

Ce nombre n = q1 q2 . . . qk a les propriétés suivantes

i)

	

Tout r diviseur S
r

(i . e . tout diviseur produit de

facteurs premiers) est inférieur á tout (r + 1) diviseur

On exigera méme d'avoir

(2)	 őr	q l

őr+l < 2 qk
Pour cela il suffit que

k

	

„
(3)

	

2 a3

	

( x, ) k < x'

ü)

	

On écrit un diviseur de n sous la forme

avec toujours q . < q, < ,,, < q
i

. Les r-diviseurs de n sons
1 1

	

1 2

	

t
rangér comme leurs plus petits facteurs premiers . Plus précisément,

on a

qi l q i. 2 .
.—

qi. r < qJ.1 q
j2

. . . q .
J s

si et seulement si

(r < s) ou (r = s et i l < j l ) ou (r = s, i l = j 1

	

et i2 < j 2 ) etc . .

On exigera méme d'avoír

Comme

(4)

Comme on a
x
„r

qi1 q
i2 .

.—
q ir '

	

3k-i 1
a

et J l >, i t + 1 donne

x'r

	

x ,r

	

x,r
q .

I
.
.*

q
J
.

J r

	

k-j,

	

k- j2

	

>

	

3 3k_J1

	

1 3k-i I

x3

	

+ 3

	

+ . . .

	

x2

	

~2

on a d'autre part

P. ERDŐS-J.-L. NICOLAS

qi 1 + 1

qi 1 qi
2

	

qi
r

	

q í 1 +1

qq

	

q .

	

. . . q .
Jl

	

j2

	

J r

	 a x'
2 qk

	

>

	

k-i 1 -1
2 a3

	

x"

208

2 qk

őr+1

r

qi qi — q i
1

	

2

	

r



11 suffira pour obtenir (4) d'avoir

on a
4

gm(n) < 1 +
m

(1 +
2

+
4

+ . . .) 5 1 +
2md

	

1 +	 1
qk

Deuxiéme cas -

d = qj q j

	

q j

	

a r diviseurs premiers . On suppose
~I

	

~~

	

~r
que iI = jl ; . . ; ih-I - j h-I ; et jh < ih , c'est-,i-dire

j h 5 ih 1 et on suppose íh ~ k, ce qui entra£ne j h < k -2 .

On a alors

gm(n)

	

1 +
m(1 +

2
+
4

+ . . .) < 1 + 2md

CI 1
	 ]h	

+

	

q k- 1
+	 1 +=k-1-

qk

	

'k

DIVISEUR.S D'UN NOMBRE

1 k-i l

2

	

x6 3

	

> ( X" ) r+1

relation qui est entraínée par, car i I < j I < k et

r ; k-1

(5)

	

2
x3/2

> ( X 1, ) k

í ii)

	

On remarque que les propriétés i et ü entrainent

que le quotient de deux diviseurs successifs de n est , 2 .

I1 reste á démontrer que p(n) = qk . On a d'abord

g

	

(n) = I +
qk-1 + . . . +

q l

qk

	

qk

	

qk

On va montrer que pour tout diviseur m > qk , on a gm(n) < g
qk

(ILI)

Trois cas se présentent, suivant la valeur de d, divíseur

de n précédant m. On écrit m = qi qi " ' qi

	

avec r >, 2 .
1

	

2

	

r
Premier cas -

d

	

a (r -I) diviseurs . Par les propriétés iii et

en utilisant la relation (4) .

Troisiéme cas -

On suppose que ir = k . Les diviseurs précédant m sont
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Si d a (r -1) facteurs premiers, on sait que

Sí d a r facteurs premiers, on 1'écrit d = qq

	

q . . . . q .
J 1

	

j2

	

j r

et jh < ih , c'est-á-direOn suppose it = jl ; . . . ;

et 2 soft log 2 .

PROPOSITION 1 -

La densité inférieure des n tels que A(n) <

est strietement positive .

Wmonstration -

ql , q2 , q 3

P. ERDOS-J.L . NICOLAS

q Q
M pour R = k -I, k -2, . • , i

r-1
qk

et soit d celui qui vient juste avant . On a alors

	 qk-1 +

	

qlr-1 + 1 + 2 d
gm(n)

	

I +	
qk

	

qk

	

m

lh-1 - jh-1

2 d
<m

et d'aprés la relation (4)
3 h '

ih -1 . On a forcément ih
,< i r-1

2 d

	

ql r -1
on a

	

m
<	

q
	 , ce qui achéve de montrer que 4(n) = qk .

k
En regardant les conditions (3) et (5), on peut voir

qu'il existe une infiníté de valeurs de n pour lesquelles

A(n) < exp [(log 3 + E) log n / log log n]

Ce qui démontre le théoréme 2 . Avec un peu plus de soin, on peut

remplacer le 3 de log 3 (qui vient des exposants 3
k

) par 2 + £

11 semble que la " bonne " constante c entre les théorémes 1

On considére les n < x ayant 3 diviseurs premiers

vérifiant par exemple

xa E < q, < xa

	

avec

xs-E <
q2

< x s

xY-E
< q 3 < xY

2 1 0

_ 1	 3
a 3 100

s=

	

'

	

13 + 100
1	 2

Y 3 + 100

et E =

Combien y a-t-íl de tels nombres n ~- x ? 11 y en a
a+S+Y

	 x	1=
	 x	

+0( x

	

)3
gl,g2rg3

	

g 1

	

g3
J

	

glrg2rg3

	

gl g2 q3

	

log x

1
1000



Or

DIVISEURS D'UN NOMBRE

x (~	1) (~	1) (E	1 ) + o(x)
ql ql

	

q2 q2

	

q3 q3

1 = log 1og(xb) -log log(xa ) + 0(	1	)
a

	

b P

	

log x
x :P.<x

	

= log b + 0(

	

1

	

)g a

	

log x

le nombre des n x est donc

x(log	«a-E ) ( log

	

S S_ E ) ( log

	

YY_6
) + o(x)

Montrons maintenant que pour n = n' q l q2 q3 , alors A(n) ; q3 n' .

Cela résulte d'abord de ce que p(ql q2 q3 ) = q3' Ensuite, comme n'

est tout petit, les diviseurs de n de la forme d' D, oa d' I n'

et D I ql q2 q3 sont rangés príoritairement suivant les, valeurs

de D . On a donc pour m = m' D

6(m')

	

d +	1 	d'
gm'D(n) _ m' D

	

dlglg2q3

	

m' d 'In '

d'

	

r~md<D
'(M I

+
	 )

(gD (gl q 2 q3) 1}

et cetre derniére quantité est maximale pour D = q3

On sail d'autre part que, si Von désigne par P(n)

le plus grand facteur premier de n, la densité des n pour lesquels

P(n) 3 ne exists (cf

	

et vaut log á pour c >,2.
D'aprés le lemme 1, la densité des n pour lesquels 6(n) < vr n

est donc majorée par 1 -log 2 < 0,31 . Tout ceci laisse conjecturer

1'exístence dune fonction ~ : [0,11 -* [0,11 croissants et continue

tells que

1ím X card {n < x, A(n) < nc } _ ~(c)

§3 .DÉMONSTRATIONduTHÉORÉME3

Soit w(n) le nombre de diviseurs premiers de n .

On écrit
w(n)

	

a in=TT qí
i=1

2 1 1



et V on pose pour 2 < j < w(n) :

PROPOSITION 3 -

et done d(n) ' n .

j - 1

	

aí

	

yj (n)
Tr qi = qj
j=1

PROPOSITION 2 - (P . ERDOS, (4), Th . 2) .

1Z existe une fonctíon continue strictement croissante ~,

avec ~(0) = 0, 0(-) = 1 telZe que, si Von enZéve un ensemble E

de densité 0 on ait

vers 0 .

PROPOSITION 4 -

Um
n
n ¢E

P . ERDOS-J .L . NICOLAS

1
Zog log n

Y 0
.(n)Sc

Soit ~(n) une fonctíon croíssante tendant vers Vinfiní

avec n . Presque tous les entiers n vérifient, si n = q1
a1 . . .

q k
«k .

i < k -1 et qí > $(n) - qí+, > 2 qi

Démonstration -

Consídérons les entíers n entre

	

et x. Ceux qui ne

vérifient pas la propriété unt deux diviseurs premiers q > V ( 1~x)

et p, q < p < 2 q . De tels entiers, il y en a au plus

[
	 X

1, X

	

1 (

	

1)q>~ ( x)

	

P 4

	

q>~ (,/x) q

	

q<p<2q p

q<P< 2q

Or

	

I ,,log 2 , et comme la série

	

1

	

lorsque q
q<p<2 q p

	

log q

	

q log q
est premier, est convergence, son rests, lorsque q > V(Ir'--) tend

Soit n vérifient : IZ existe

1 < Yi(n) < 2 et qi > 2 qi-1 Pour

gm (n) > a (n)

	

avec

21 2

j >, 7 tel que

i > ,j . Pour un te Z
a

	

a .
_1m = q1 1 . . . gj_1

n, on a



Démonstration -

Comme j 3 7, on a

	 o(n)	0(m)

a(m)
m

	(m)
m

ce qui entraíne

n

	

m

1

	

f(1
i >i

	

2 1-J q
i

On a d'autre part

gm(n) >. I
(0(m)

I1 reste donc á démontrer

(cf . (b), tableau III) que tout

a (n) ; 0(12) ( 12

a (m) > $ m4/3

DIVISEURS DUN NOMBRE

q . >, 17 et m ; 2 .3 .5 .7 .11 .13 = 30 030
J

IT (1 +	1 	+

	

+
i>,j

	

q i q í

	 o (m) -rj-	1	 : o (m) -_ 1+ 2
m

	

i>J 1 -1 /qi

	

m

	

i,j
(

	

qí )

m

1

	

2

	

0(m)exp
4j

	

i>j

exp I log(] +	2	)

i3j

	

2 1-j qj

Compte tenu de ce que pour 0 ~ x < 1, ex << 1 + 2 x .

8	 qj
qj < a(m)

y .(n)

	

2/Y •( n)
soit, comme q . J

	

= m, que : m

	

J

	

> 8 0(m) .

Comme y
J
.(n) < 3/2, cecí sera assuré pour 0(m)

1 a .

	

)
i

exp 4	 0(m) (1 + $ )m

	

qjqj

(yj (n) > 1

	

qj < m)

	 0(m)	qJ+ qj) =

	

(1m

	

+ 0(m) )

1

	

4/3< 8 m ,

11 n'y a qu'un nombre fini de m qui vérifíent cette inégalité .

L'étude des nombres colossalement abondants noun apprend mérne,

La démonstration du théoréme 3 se fait de la fagon suivante

Les propositions 2 et 3 montrent que presque tour les entíers vérífient

les hypothéses de la proposition 4 .

Une caractérísatíon plus précise des entiers n pour lesquels

A(n) = n semble difficile .

2 1 3

n vérifie

) 1,114 < 1,76 n 1,14

pour m >, 7317 .
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