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SUR LA FONCTION "NOMBRE DE FACTEURS PREMIERS DE n "

par Paul ERDOS et Jean-Louis NICOLAS (*)
[ Budapest et Limoges )

Résumé. - Soit w(n) 1le nombre de facteurs premiers de n . On dit que n est
w-largement composé si m < n =3 wln) < w{n) . La quantite QE(X) de tels nombres
<X vérifie cxp(c ‘\"lob X) & Q (x) g exp(c \/log X) . On démontre aussi

c log x l.—o+0(1)

< H i e —}
card{n £ ¥ win) > g log x] X
et, 81 (n) est le nombre de facteurs premiers de n comptés avec leur multipli-

cité
n) + o+ 1) £ 2531 + o(1))

On étudie les noubres n w-intéressants, définis par

et on démontre nu'il existe une infinité de points d'étranglement n, pour la

fonction n - w(n) , clest~id-dire vérifiant
m<nk=_,*m-u.(m) <nk—w(nk) ’
et

m>n =oa- o) >n - un) .
% %

Introduction. = Scit n = P, eer P la décomposition en facteurs premiers de
1. 0n définit wln) =k et n) = @ + @, + «es + @ o Les fonctions w et O
sont additives : Une fonction f est additive si (m , n) =1 entratne

f(mn) = £(n) + £(z)

HARDY et RAMANUJAN (ef. [Har]) ont démontré en 1917 que la valeur moyenne de
o(n) était 1log log n . En 1934, P. TURAN donnait ure démonstration simple de ce

résultat, en prouvant (ef. [Tur]) :
X
“n=

En 1939, #. KaC et ¥. ERDOS démontraient {(ef. [Kac]) :

i (wln) - log log x) = 0(x log log x) .

» 2
1 Lk u
lin__ =card{n £x ; w(n) < log log x + t Vlog log x} = = exp(~ =) du .

Ensuite, P. ERDOS ([Erd 1]) et L. G. SATHE ([Sat]) s'intéressaiernt aux entiers

—

(*) Texte recu le 11 juin 197.
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&% tels que w(n) soit de l'ordre de c¢ log log x . A. SELBERG ([Sel]) donnait

M tformule de Selberg" :

{1] an zw(n) = ZF(Z) x(log x)z:-l & 0(!(10g r)Re Z—Z)

s F(z) est la fonction entidre

P(a) = prrpy T+ 200 - 12

fette formule peruet d'obtenir plus simplement les résultats de SATHE et d'éva-

wer avec précision la quantité

card{n £ x| w(n) > o log log x} , a>1

'ef. proposition 3, [Del 1], et [Del 2]).

Soit Py le k-iéme nombre premier, et posons Alc = 2.3, ces Py - Ce nombre A

st le plus petit entier naturel n tel que w(n) =k , On dit que n est w-

pautement composé si m < n =3 w(m) < &{n) . La suite des nombres w-hautement con-

psés est la suite Ak .

A 1'aide du théortme des nombres premiers, on a log ~ ~k log k ; on en
Py H

géduit que, lorsque n — = , (ef. [Wri], ch. XVIII) :

w(n) $F;°—%%{(l +0o(1))

et que Qh(X) le nombre de nombres w-hautement composés au plus égax &2 X véri-

() ~ ety -

On dit maintenant que n est w-largement composé, si m £ n == wln) < w(r) . 5i

fie

Lk <£n < A‘k+1 , n est w-largement composé si, et seulement si, w(n) =k . 3cit

Qg(x) le nombre de nombres w-largement composés < X . Nous démontrerons le tio-

répe suivant

THEOREHME 1. — Il existe deux constantes O© < ¢, <ec, felles que

exp(cl vlog X) € QZ(XJ < exp(c2 V1log X) .
Nous dénontrerons ensuite le théoréme suivant.

THEOREHE 2. - S0it ¢, O0<c<1.0na

_ 3 L c logx 3 _ _l-cto(1)

Entre les résultats obtenus par la formule de Selberg et le théordme 2, il y a un
trou & boucher, pour estimer par exemple card{n <x ; w(n) > (logx)%} , O<a<! .

KOLESNIK et STRAUSS (cf. [Kol]) ont donné une formule asymptotique assez compliquée

Qui fournit partiellement une solution & ce probléme,

Nous nous intéresserons ensuite aux valeurs cxtremes de f(n) + f(n + l) s pour
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quues fonctions arithmétiques f . Nous démontrerons en particulier le résultat

'J‘vant .

rEROREME 3. ~ On a, pour n -3 + ® ,
; log n o
n(ll) + f.(n +.l) SEg—z(l + (1)) .

4u paragraphe 4, nous disons gqu'un nombre n est w-intéressant si

m>n=‘,£(ﬁ<#-.

fette définition caractérise une famille de nombres n qui ont beaucoup de fac-
teurs premiers, en les comparant avec des nombres m plus grands que n (contrai-
epent & la définition des nombres hautement composés). Nous donnons quelques pro-
riétés de ces nombres.

Enfin, dans le dernier paragraphe, on dit qu'une fonetion f a un point d'étran-
glement en n , si

m<n= f(n) <f(n) et m>n=fln) > f(n) .

Interprétation géométrique : Le graphe de f , contenu dans l'angle droit de som-

et (n, f(n)) et de c6tés paralldles aux axes, s'étrangle en n . Nous démontre-~

rons enfin le théoréme suivant.

THEOREME 4. — La fonction n»— n - w(n) a une infinité de points d'étrangle-

zent.

Pour un tel point =n , il existe juste avent n , une plage de nombres ayant beau-
coup de facteurs premiers, et juste aprés une plage de nombres ayant peu de fac-

teurs premiers.

l. Dénonstration du théoréme 1.
Minoration. - D'aprds le théordme de Selberg, (cf. [Sel 2] et [Nic]) pour toute

fonction f(x) croissante, vérifiant f(x) >xl/6 et telle que #(x)/x décroisse

et tende vers 0 , il existe, entre (1 - 2¢)logX et (i - €)log X un nombre x
tel que
£(x) ( f(x)
mlx + £f(x)) - n(x) Tex et m(x) - n(x - £(x)) =T ¢
On choisit f(x) = c ¥z log x « Soit k tel que py <x < Priq ® On considere la
famille de nombres 3
n=Ak_rql...qr, 0&£r<s,

ol PR RETTIE. sont des nombres premiers choisis parmi Py v *oc 9 Peig o

De tels nombres vérifient «n) =k , et il y en a 2° . De plus, ils vérifient

1 Ak[pk-rs/pk—s]s *



0n chois%t s de fagon que Pssg <X + f(x) et Prs > X - f(x) de telle sorte
fix

e s'"logx e« On a alors :

10g-§31:ss mgxx—:%%},s 22 168 % »

g1 1'on choisit ¢ < l/\fE s on aura donc Ak <n< "‘k+1 , et ces nocbres n

geront w-largement composés et £ X . On aura donc
Q(x) 2 2% > exp((1 - ¢) -}-\%g—gﬂflog X)

Majoration. = La majoration de Qﬁ(X) est basée sur le lemme suivant.

LEMME 1. - Soit Py =2, Py=3, «enyp ,le k-iéme nombre premier, et soit

f2(x) le nombre de solutions de 1l'inéquation

X, Pyt Xy Pyt oeer + X D+ o £X, xie{U,l].

Si C>nV2/3, on a pour x assez grand ,

log T(x) < C \[-EI?; ;

Dénonstration. = Le nombre de solutions de 1l'équation

X, Pyt Xy Pyt oese +X Do+ eee =1, xiE{O,l}

est le nombre S(n) de partitions de n en sommants premiers et distincts. le
gonbre T(x) = S(n) peut 8tre évalué par le théoreme taubérien de Ramanujan
(efs [Ram]), et ROTH et SZEKERES donnent la formule [ Roth]

2 [n~ log log n
log S(n )_'nJ /ogn + 0f TR 1)
et montrent que S(n) est une fonction croissante de n . On a alors T(x) < xS[x].

Nous nous proposons de majorer le nombre d'éléuents de 1'ensemble

, Te= lalule) =i, m<hgy ]
Soit n € Ek y N = qll ces G le nombre n'! = Ay 9o +e G est sans facteur

carré, et n' € E . Dc plus n/n' < P, » On a done

card Ek P, card Ek ’

wec Ef = {n 3 n sans facteur carré, w(n) =k, n < A-k+]_} .

Maintenant si n€ E! , n s'éerit
o 31"3’1:—1 15 %
L= -.-Pk pk+l sae pk"Fr cns
avec X, et v valant 0 ou 1 , et T X, =X Yy e Il vient
log-2*=x log ! +osat X logpkr+---+y 108'2]'{'%--‘*3' leg Teoe
he LT O i P R T Ber

Le nombre d'éléuents de E‘.l; est donc majoré par le nombre de Solutions de 1'iné-



3e=U>

quation, en xi et ¥y valant 0 ou 1 ,

Prel Prir

+eset X 1 TR so— s s .
1, log r log teeet y) log Py teeot ¥, log 5 teee$ 1o By
On en déduit card E]; < Nl N2 , &avec Ni = nombre de solutions de 1'inéquation
(€ (1=1, 2

Pyl Peir
L I - -e® <

(;l) x, log + + x_ log Ty + < log Pesy
(g,) y log-i’l-i+...+y log + «es £ log
£ 1 P T _r o Pyl *

Soit R 1le plus grand nombre r tel gque By < 2pk « On coupe l'inéquation (%1)

en deux
R Py
1 3 +I
(§1) r=1 *r log $ log SIS
( 5 Peir
\&] v Ry Fp 108 Py 108 By -

Le nombre de variables de (i;i‘) est en feit fini, et majoré par Py Peyp * Le
rombre de variables non nulles d'une solution de (E’T) est majoré par

log Pk+1/l°g 2 . Le nonbre Ni‘ de solutions de (gi‘) est majoré par

P Piq 1 log p,,/log 2
] ! i —
Nl < 23510-.%' Pk+l/log 2% 3 - 4 S log 2 log p‘k+1(pk pk+l)

te qui assure
log N = 0((log p )2)
1 = k :
I1 résulte de 1'inégalité de Brun—Titchmarsh (cf. [Hal 1] et [Hon]),
mn(x) - n(x - y) < 2y/log v ,

valable pour 1 <y <x , que
r r
Pyr ~ 77 log(pk+r - pk) By Mg 22X .«
On en déduit que, pour r <R, on a
= P
Pk+r?pk+r pkgriog&:'?c_r
Py Prir Py Py

Toute solution de (gi) est donc solution de l'inéquation

log

Xy Pyt Xy Pyt oeee v X Dt oees \S%—pk log Pri1
et, d'aprés le lemme précédent, on a
log N! = O(Wp, )
1 B/ s
et le nombre de solutions dc (gl) vérifie log N, = O(VE)‘];) .
On démontre de wéme que le nombre N, de solutions de (gz) vérifie

log I, = 0(«/5}:) ;
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ceci entrafne

log(card E}’:) < log N, + log N, = O(’\/;];)

ot

card B_ < pk+I(card Ek) exp O(Vpk))

[=+]
Finalement, l'ensemble des nombres w-largement composés est LL—l Ek 3 la quan-
tité (X) de tels nombres < X vérifie, en posant b € X <a o1 » e qui en-
0 0

k ot s

40 < 32,exp00B)) <y exp(0lVR, ) < exp(e, Viog 1)

r-a-—-_.._

Remarque. — On peut conjecturer gque log Q (X) \/—'\rlog X . En effet, s:. 1lton
¢elcule la constante s dans la majoration ci—dessus on trouve c, = an 3(L+s) ’
le "2" venant de la formule de Brun-Titschmarsh. Si 1'on suppose les nombr:s
preniers trés bien répartis autour de P » On peut assimiler log pk+r/pk a

‘ s ' ' - -
r(1log Pk-u-l/pk) , et le nombre d'é€léments de Ek serait le nombre de solutions de

1'inéquation

@< (==} o =]

Y -
Zr:lrxr"" g TV, S D avec f_ilxi_z.lyi, X,y e {0, 1} .

Le logarithme de ce nombre de solutions est équivalent a rrN2/3 ’\!pk

2, Démonstration du théoréme 2.

Minoration. = Posons 5lp.)
c log x _ B w9
[1og Tog i+l et A =c = 2ede e Py

o 8(x) = Zq log p est la fonction de Eebyé'ev. Les multiples n de Ak véri-
fient w(n) > (¢ log x)/(log log x) « Il yen a [X/Ak] qui sont inférieurs & x .
on a (ef. [Land], § 57)
log A, = U(pk) = p + O(pk/log2 pk) = k(log k + log log k —= 1 + of1)) .
I1 vient, en posant 2 = log x , 1;2 = log log X ,

o SR (1)
£

log Al-: =ci+ elloge -1)(1 +0(1)) 2/,%2

et

fc(x) > [-E-k—] > s exple(l - log ¢)(1 + c(1)) E—é%}- ‘

Hajoration. ~ En développant par la formule multinoniale (cf. [Com], t. 1, p. 38,

ou [Hal 2], p. 147), on obtient
1

i
|
=

—J

w
\
=y

A

L
2<p. <eeo<p, <X P, D: ses D;
+y R 'S
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on a done, pour k € N , en désignant par § 1'ensemble des nombres sans facteur

ggrl‘ésr
k

L3 £ 3 < (
X “n<x,neS,w(n)=k n<x,nes w(n)._k n "kl

gvaluons maintenant le nombre d'entiers n < x dont les facteurs preniers sont

gactement Py 9Py 9 eee s Py oo On doit avoir
1 2 k
n = pi:L
1 -2
Ceci entrafne

log x4 |
Ql+u + ll.+%\ [lOgZJ

Or le nombre de solutions de cette inéquation est un nombre de combinaisons avec

répétition et vaut
(]:log x/log 2]) 1 log x)k

S 1oz 2
On a donc
1 1 log x
x Znﬁxr“-’(n)ﬂ{ . SW (2 p<x p) (lgg 2)
et
an:,u,(n)m e o 1/9)9 (log x/10g 2)3)/(51)2 .

)
On utilise la maaorat:.on ZJ J/(J“)2 k/(kl)2 /(1 - a/(x + 1)°) , valable
pour a < (k F l) « On sait d'autre part (cf. [Land], § 28) qu'il existe B tel

que b pex P < log log x + B , et on choisit
£ _r.c logx
k_[log 1ogx]+ ko

On obtient alors

(8, + B)* (4/1og 2)k( Y,
fc(x) g (k5)2 \1+ O(T))

et, en renplagcant log k! par k log k + 0(k) , on obtient

log x log log log x>
log log x !

fc(x) < g1 exp(3e(1 + o(1))

¢e qui achéve la démonstration du théorgme 2.

3. Valeurs extrémes de f(n) + f(a + 1)

1° Fonction o(n) = somme des diviseurs de n . — On remarque d'abord que,

lorsque n = + =,

(2) o(n) =n Ml (1+-£+...+-1—a)..n(1+o(1)) ] (1+-£+...+—l-5) ;
pin P p%|n, p<log n P
autrepent dit, les facteurs premiers supérieurs a log n ne nodifient guére o(n).

De tels facteurs, il y en a au plus log n/log log n ; et



i b g & us 25 27T L
p°ln,p>log n P p° p&||n,p>log nt-1/p
£ (1= )-103 n/log logn 14 0(1!

108 n log log n !

¢ qui démontre (2).

fnsuite, on a pour tout n , o(n) 2n , et pour n pair, o(n) 2-2:2 n.oOna
gne, pour tout n , o(n) + o(n + 1) ?-25- n . Inversement, pour k tendant vers
©» , le nombre n = 4p2 pB sre P+ 1 est telque n et n+ 1 n'ont pas (a

4rt 2) de facteurs premiers inférieurs & (1 = €) log n, et donec vérifie
o(n) + oln + 1) = % n(1 + o(1))

On obtient les grandes valeurs de o{n) + o(n + 1) de la fagon suivante : Il ré-
alte de (2) que of(n) + oln + 1) < n(1 + n(l))(Pl + P2) avec

1 1
= = i 4
Pl npln,pSlog nl-1/p . P2 rp|n—:-l,pgl:::us_’; nl-1/p
Comne Pl et P2 sont supérieurs ou égaux & 1 , Pl + P2 < Pl P2 + 1 . Hlais
1 Y
P1P2$npﬂognm~e 10glogn,
% vy est la constante d'Euler, d'aprés la formule de MERTENS (cf. [Wril]). Cela

ionne, pour tout n ,
o(n) + oln + 1) <n(1 + 0(1)) eY log log n »

Ce résultat est le meilleur possible puisque, pour une infinité de n , on a (cf.
ril])

Y

o(n) ~ne' log log n .

Pour que la majoration P1 + P2 < P1 P2 + 1 soit bonne, il faut prendre P ou

}, voisin de 1 . L'examen des tables de msx o(n) et de max(o(n) + cln - l))
nx

Yntre que souvent un nombre N hautement abondant (c'est~3~dire vérifiant

<N = o(n) <o(¥) ) vérifie
maanN-’rl(c(n) +on=1)) =oc() + o(WN=1) ou oW + 1)+ o).
20 Indicateur d'Euler ¢ . - On a une relation analogue & (2)
1 1
| 1 == 1 -=).
Pln( P) ( P)
On dénontre comme précédemment que, pour tout n , on a

oln) + oln + 1) S%n

n(1 + o(1)) T

]

r —
oy i< 1 p|n,p<log n

# que, pour une infinité de =n ,
o(n) + oln + 1) ~-% n .
Pour les petites valeurs de o(n) + o{n + 1) , on a

on) + oln + 1) > n(1 + o(l))(P +P,) 2 2n(1 + 61 )«/P_l_;;



gec
1 1
Fy= np!n,pﬂog alt = 5) °t Fp= ﬂplml,pslog all = i

#, comse

il |

e

Pl PZ z l'-l;xog.'t.c)g n(l - 1/p) ~ log log n '’

) a

o(n) + ¢(n + 1) > 2e-Y/._2 81 4800)

Nlog log n

cette inégalité est une égalité pour les n construits de la fagon suivante :
wit k¥ >4 . On pose Pk = np<pk(1 - l/p) « Soit k' 1le plus grand entier tel que
o ;\’Pk ; ?nR ose ?éc))rs R=1p) Py ees Py 5 5 =D,y +oo B ; oOn a, lorsque
g &, Bl %{1 +0(1)) , et 1'on prend pour n 1la plus petite solution

igs congruences

!’ n =0 mod R
{
ln+ 1

1]

0 mod S .

30 Fonction (i . Démonstration du théoréme 3.

PROPOSITION 1.

wt le produit des facteurs premiers < k . Alors il existe no(k , £) tel que,

pour n;no,onait Uksnl"'a.

Soit e>0, et k>0 .0néorit n(n+1) =0V, ob T

Le théortnme 3 résulte de cette proposition puisque

An(n + 1)) = ﬁ(Uk) + Q(_Vk)
3 log Uk . log Vk
~ log 2 log k

logn log n(n + 1)
log2+ log k PAUr N 2ty s

Etant donné 1T , il suffit donc de choisir ¢ assez petit et k assez grand

(n) + dn + 1)

< (1 + ¢

pour obtenir

({n) + Qn + 1) ﬁﬁ%(l + T) pour n Zny .

La proposition 1 résulte de la proposition 2 (ef. [Rid] et [Sch], th. 4-F) comme
Wus 1'a précisé i, LANGEVIN.

PROPOSITION 2 (RIDOUT). — Soit 6 un nombre algébrique #£ 0 . Joit PiyPoyeeoiBy
Hl’ Q2 y eer s Q ces nombres premiers distincts, et & >0 . Il y a un nombre

ini de nombres rationnels a/b de la forme :

o o B, B B
1 % % sy prL B t
a=a‘ll P2 ...PS et b=o2 Ql Q2 "'Qt
w
Bvge & g Gy cer Ay Bl,.ﬁz,...,ﬁteli_ﬁa‘,b'el{ tels que
1
6 - =] < .
5 lar vt| |ab|®



pémonstration de la proposition 1. Supposons que, pour une infinité de n , on
gt Uk > n1+€. On peut partager les nombres premiers < k en deux parties
r ' P2 g o0 g Ps

t¢de n tels que U > nl*E et tels que

et Ql ) Q2 i e 5 Qt , de telle sorte qu'il y ait une infini-

p<k et pln=rpe [Pl § Iy Ps]
p$k et p1n+l==;p€{Ql,n.,Q_t].
w

1 % 1 ﬂt
On éerit n = n! P1 vie @ Ps et (n + 1) =n" Qi ey Qt y et 1'on choisit

p=1, 6 = ¢/3 . I1 y aurait alors une infinité de nombres rationnels (n+1)/n i

solution de

|1 - T ;— ll ” 1 .
N |n‘ n“|(n(n £ 1))
puisque n' n" = v, § nl"€ , nE , ce qui contredirait la proposition 2,

Les valeurs de n < 300 000 vérifiant = <n = ((m(m + 1)) < n(n + 1)) sont
(avec, entre parenthéses la valeur de An(n + 1)) ) : 2(2) ; 3(3) ; 7(4)
8(5) 5 15(6) 3 32(7) ; 63(9) 5 224(10) ; 255(11) ; 512(13) ; 3968(14)
095(17) 3 14436(18) ; 32768(19) ; 65535(20) 3 180224(22) ;3 =262143(24) .

1]

-

On constate que les nombres o v {-1,0, + 1}, lorsque n a de nombreux
facteurs premiers, figurent en bonne place dans cette table. Malheureusement, la
proposition 2 n'est pas effective, et il n'est pas possible de montrer par cette

néthode que la tzble en contient une infinité,

4o Ponction w . - Nous avons rappelé dans l'introduction que, lorsque n — « ,

on a

: 1C}g n ¢

U..r(n) \<_ log lOg n(l & f\\l)) L4
Soit

. = w(n) + wln + 1)
% = lim log n/log log n °

na 1< 2<2 de fagon évidente. On a probablement 2 =1 , mais il semble
inpossible de le démontrer.

La suite des nombres n tels que n <n =3 wln(m + 1)) < wln(n + 1)) est 1,
2, 5, 14, 65, 209, T4 , 7314 , 28570 , 254540 , etec. On a en particu-
lier 714 = 2.3.7.17 et 715 = 5.11.13 . L'équation

HiE + 1) = 2:3:8s s Py

()

a~t-elle des solutions > 714 (cf. [Wel]) ?

Pour les petites vzleurs de u(n) + -.u(n + 1) y le résultat de Chen (pour une in-
finité de noubres premiers p , ona (X2p+ 1) €2, cf. [Hal 17, chap 11) montre

que, pour une infinité de n , on a

wn) + wln+ 1)< 0n) + Qn+1) <4,



L'ultime amélioration du résultat de Chen (Q(2p + 1) = 1) permettrait de ren-

placer 4 par 3 qui est le wmeilleur résultat possible pour Q.

sil'ona wn) + wln+1)=2, n et n+ 1 doivent 8tre des puissances de
gombres premiers. L'un des deux étant pair, doit donc 8tre puissance de 2 . Cette
gituation se produira en particulier si n est un nombre preuier de Mersenne
b= oP -~ 1 avec p premier) ou si n + 1 est un nombre premier de Fermat
b+ 1= 22k + 1) + D'autre part, 1'équation 2P+ 1=p" avec a2 , qui est

um cas particulier de 1'équation de Catalan, n'admet gqu'un nombre fini de solutions

(efs [Ti]).
L'existence d'une infinité d'entiers n , tels que w(n) + wn + 1) = 2, est

donc équivalente & 1'existence d'une infinité de nombres premiers de Mersenne ou de

Fermat.

4. Nombres w-intéressants.

Définition. — On dit que n est w-intéressant si l'on a

m>n:£@<£§l,
m n

Interprétation géométrique : pour m >n , le point (m , w(m)) est situé sous

la droite joignant l'origine & (n , w(n)) .

PRQPRIéPé le = Pour k =21, le nombre Ak = 230 eae « Dy est w-intéressant.

En effet, si wn) <k , on a bien m(m)/m < w(ﬂk)/Ak pour m > A‘l( . Bt si
wo) =k+48, >0, onaalors n > A 3® et

w(ml<k+b=muk)(l+:.\/k)<w(£k)1+b<w(ﬁ'k).
o \"’1(3& E_ 56 STETA Iy

PROPRIETE 2. — Soit n vérifiant

1
Ak<n<.1.k+l(l--1-c—) et wln) =k,

alors n est wintéressant.

Démonstraticn. — Soit m >n . Ou bienona m > Ak+1 et, d'aprés la propriété 1,

w(m) P w(AkH) & (x + 1)(1 - l/k) 2 w(n) .
. Ak+1 ) n g c

oubienona n<m<Ah , ,etcela entratne wn)/m < k/n = wn)/n .

PROPRIETE 3. — Pour une infinité de valeurs de k , il existe un nombre w-

intéressant, plus grand que ﬂk et ayant k - 1 facteurs preuwiers,

Démonstration. — Soit k tel que

(3) 5 +1 AR
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AlorS, N = 2¢30 eee 'pk—l(pk + 1) est w-intéressant.

Remarquons d'abord gque l'on a Ak <n<n!= A.k pkH/pk et que, pour k > 2 ,
g'apres la propriété 2, n!' est w-intéressant. Ensuite, w(n) =k -1 ;si mn

‘an

gérifie n<m <n', ona wbo) <k -1 ;8i n vérifie n'<m, ona

w(nm) -w(n') k k-1

Sgrosgr <=4

]

i'apres l'hypothése,

On sait qu'il existe une infinité de nombres premiers tels que pk+l—pk>2 log P

(ef. [Pra], p. 157). Pour ces nombres, on aura

2 log -1
Pyi1 o1 Py ’
pk+l pk+1

et comnme Py ~k log k , cela entrafne la relation (3) pour k assez grand.

Remarque 1. - 5i k vérifie p_, - p < pk/(k -~ 1) il est facile de voir qu'il
p'existe aucun nombre w-intéressant compris entre Ak et n' = Ak pk+l/Pk . Cette
situation se produit pour une infinité de k . On peut donc conjecturer que, pour
me infinité de k , les nombres w-intéressants compris entre Ak et Ak+1 véri-

fient w(n) =k .

Remarque 2. — Désignons par n" le plus petit entier suivant A et ayant

(k - 1) facteurs premiers. Ona n" <n = A.k(l + l/pk) . I1 est possible dlobtenir
wme meilleure majoration de n" de la facon suivante : Le théoréme de Zylvester—
Schur affirme que P{u , T) , le plus grand facteur premier du produit

W+ 1) eee (u+ r) est plus grand que r si u>r (cf. [Lan]).

Considérons le produit ﬂiE;2(pk-l Py + t) . I1 doit avoir un facteur premier
> i g 3 . g
g P et soit t tq tel que q divise Pep P + t . Alors le nonbre
 — - 1
L= 2,3, ans Py (pk 1Pt t ) a k 1 facteurs premiers, et l'on a

ﬁ{(l + P _o/P By) - Lo résultat de RAMACHANDRA (of. [Remac]) 1S

log u) "
log

de wontrer qu'il existe « >0 tel que n" < Ak(l + l/pli“"a) « On peut prendre
@¢=0,000974 .

<u<rl°g1°gr,0na Plu, r) >r*2 avee rA=- (8 + permet

PROPRIETE 4. - Soit n un nombre w-intéressant, n > (k - 1) A + hlors

o(n) >k . Cela entrafne qu'un nombre w-intéressant compris entre A.k et Ak+l

¢plus de (k - 1) facteurs preniers.

Démonstration. - Soit n > (k - 1) A}c vérifiant w(n) <k - 1 ; on éerit

Ak(t-l)$n<Akt, t entier.
On a donc t >k « Ce nombre n ne peut pas étre w-intéressant puisque

ua(n) kK - 1 X wldy t)
“kk(t—l)“}skt‘* E_t
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Cconjecture. - Peut—cn remplacer n > (k = 1) 'Hk par n > (1 + e(k)) Ak avec

UBy i elic) =

Finalement, on voit que l'ensemble des nombres w-intéressants cofncide presque
gvec l'ensemble des nombres w-largement composés : Les deux ensembles ont une in-
finité de points communs, mais il existe une infinité de nombres w-largement com-—
posés non w-intéressants (exemple : n = (Pk+1 - 1) A_ par la propriété 2) et la
propriété 3 fournit un exemple de la situation inverse.

5. Démonstration du théordnme 4.

PROPOSITION 3. - Posons Nk(x) = card{n <x ; w(n) >%} . Pour a fixé, a>1,
on 8, lorsque X =3 + © (avec les notations de l'introduction),

(x) = == Fla) 1/2+{a log log x} x(1 + 0(1/10og log x)
N[a log log x]' = P& = 1 W l-g+a log a, X
2m- (10g x) Vlog log x

ob {y} désigne le partie fractiomnaire de y .

Pour O < @ <1, la formule ci-dessus est valable (en remplagant ——Lz(f 1 Rar

El: —_— ) pour estimer card{n < x ; u.l(n) < & log log X} »

Démonstration (commwliquée par H. DELANGE), - Soit Px(z) = an zu:(n) « Le
théoréme des résidus montre que
P_(z)
1 X
N(x) = 55 JY (2 - 1) &1 9%

ot Y est un cercle de centre 0 et de rayon r >1 . On applique la formule de
SELBERG (1)

; - § z=1
N (x) = 5= -ly aE:)- Soikf)l dz + R (x)

avec

1 0(x(10g z)Re z"2) x(log x)T
am IY z - 1) 2 o O((r -1) 2~ ) )

On pose %F-'-E—Z-z- = G(z) . G est holomcrphe pour =z £1 , et 1'on a

G(z) =¢(r) + (2 =r) 6'(x) + (z - r)2 H(z , ) ,

Rl(x) =

od H(z , r) est bornée uniformément pour z €y, 1 < r, £r<r, .On pose

log log x = 2 . On obtient

1 f xG( z) i
Hk(x) = 2im log ¥ %y T * Rl(x)

(J xG(r) e® dz . J‘ x(z - r) e?* g1(x) 4z) + R (x) + Ry(x)

= 2inm 10:* X Lt ¥ L

X o) Ay () (o T2 | R (x) 4+ Ry
= Togx V) kT * Togx © r)(k—l)i-kl + B (x) + By(x) .

On choisit r =k/f de telle sorte que le coefficient de G'(r) s'annule, et



Je=14

on 2
2 ZE
— 1 j x(Z—I‘) H(z’r)e
R2(X) =77 log ¥ "R . ] dz .
Si 1l'on pose z = reie ,ona lz - r!z |ez£,| & 21.2(1 - cos 6) erz cos @ . On
peut nontrer que, lorsque a -3+ @, oa &

21
I (1 - cos 6) % ©°° % 48 = 0(e® a‘3/2)

(ef. par exemple, [Diea1], ch. IV). On en déduit que

rl

e
R (x) = O(J.ogx 3/2 k-l/z)

ot finalement

lr » r-
) g ) fy v olale ety s oElloe sl |

log x log X 23/2 rk--172 oy rk

On prend k = [ o log log %) , de sorte que r __1_‘5_ o+ 0(_E§'§') » On a donec
6(r) = G(a)(1 + O(--)) , on évalue chacun des termes ci-dessus ?en particulier k!

k-
par la formule de Stlrhng : kl~k e k\fz‘rﬂc ), et on obtient la proposition 3.

Lorsque 0 < o<1 , on suit la néue méthode, en intégrant sur un cercle de rayon

l'='];:'<1 o

PROPOSITION 4. - Soit (no , &) = 1 . Alors on a, avec d(n) = Zd L5

|n

(i) Zn*’—’no(mod ). i d(n) < %(1 + -é log x) + 2Wx

(11) Zn-- (mod A),n<x Ls- 10 log 2° %E( log x) + 2 ‘f—)
e (1og x)

u(nj>a leg 10g %
En particulier» cet’e dernidre somme est O(—( 1/(1og x

L=0(x) .

e log 2"1)) lorsque

Dénonstration. - La foimule (ii} 25t une conséquence immédiat? de (1) : Les
w(n)

lombres pour lesquels «(n) > o log log x vérifient d(n) > 2 , Soit
1
d(n) > (Log x)¥ ™5 7,
On a
Z
znsno(mocl A) .nx a(n) < ﬂ-—lxo(i.l.iOd A),n<x d<\h’1 n?*< st’v'i g n-{EnU(mod 4), g
din,n&

Or les nombres n sur lesquels s'effectue cette dernidre sommation vérifient
o= ny + yA =0 (nod d) . si (4 , d) =1 , cette congruence a une solution, et une
eule, en y dans chaque intervalle de longueur d . Si (A, d) £ 1, pour que
tette congruence ait une solution, on doit avoir (4 , d) |-n0 , d'ou (Il,no) #1;
1 n'y a donc pas de solutions. Finalement, il y a au plus une Solution dans chaque

lutervalle de longueur d , et la somme est inférieure ou égale a

d<\f 2(‘&“*1) 2n+%-(1+-2-1ch) i
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Remarque. — Dans le cas A =1, &= 2, on trouve dans l'estimation (ii) le
gme exposant pour log x que dans la proposition 3. Ceci est dfi au fait que (ef.

[And])

1

n<x,w(n)~2 leg log x d(n) ~x log x .

Far des techniques plus compliqué€s, il est possible d'avoir pour (1i) une majo-
ration du wméme ordre en log x que celle de la proposition 3, pour toutes les va-

jeurs de a > 1 .

-

LEMME 2, = Soit M = (aij) une matrice 8 m lignes et n colonnes & coeffi-

cients dans un corps K . Soit P une partie de ¥ , et soit L:i. le nombre dfélé-

—

pents de la i-tme ligne de M qui sont dans @ . Alors il y a au woins

n - 2?“1 Li colonnes de M dont tous les éléments sont dans K - € ,

Démonstration. - 3oit Cj le nombre d'éléments de la j-iéme colonne qui sont

dans @ . On a

ZC.=1§L et . X l=n- 2 1;n-.r>flc..-.n-i1:ZlLi.

175 451 4 1<5sn

J 1<
€ =0 C.40

PROPOSITION 5. — Supposons qu'il existe k >0 et j<n tels que

(1) x < wln) ,

(i1) oln) <3,

(11i) wn=7) 2§ pour T =1, 2, oo , j=1,
(iv) wln+s) €k pour s=1,2, «uo, [2lcgn].

Alors, pour m assez grand, n est un point d'étranglement pour la fonction

D= n - wn) .

Dénonstration. — Soit m < n .

Qubienona m<n-j et, dtapres (ii),
n-uwhn)<n=-3j<n-wn).
Qubienona m=n-r avec 1<r<j—1, et (i1i) et (ii) donnent
n-uwn)<n-3<n-wn) <n-uon).
Soit caintenant mw >n .
Ouvienona m >n+ 2 logn et, en remarquant que pour tout entier m on a

o) S%S% log m , on obtient, si n est assez grand,
3

n - wm) 2m-§logn>n+21ogn—-g-log(n+2logn)>n>n—ua(n)

par la croissance de la fonction X r—a x —% log X .
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ubienona m £n+ [2 logn), et (iv) donne alors
wm) € k £ wn) ,
g qui entratne
mn - (@) >n - wh) .

pMuonstration du théoréme 4. — La méthode suivante est celle de [Erd 2].

pour assurer les hypothdses (i) et (iii) de la proposition 5, on va demander & n

aptre solution du systéme de congruences

rn =0 (mod BO)

=]
1]

1 (mod Bl)

n=j~-1 (mod Bj-l)

:‘.BO

i j nombres preuiers tous distincts. On pose 4 = BO Bl g S8 9 Bj-l « D'apres

est un produit de k nombres premiers, et Bl y cws g Bj—l des produits

e théoréue chinois, les solutions de ce sSystéme de congruences sont de la forme
n = n, + yA -avec 0L, <4 et yel.

(n se donne x assez grand., On choisit k =[3 log logx], j=[6 log logx] .
n prend les facteurs premiers de BO ) see o Bj—l distincts et compris entre

llogx et 4 logx , ce qui est possible d'apreés le théoréme des nombres pre-

ders, On a donc

log & < 36(1og log x)2 log(4 log x) = 0(log log x)3 .

A

¥aintenant, pour 1 <s £ 2 log x , grfce au choix des facteurs premiers de 4 ,

-~

L a, pour la solution n, des congruences,

(nc+s,A)=l et (nC,A).-:BO.

Considérons le tableau (as y) o 0<s<g2logx, 0Ly S-i.—: -1, défini
1
par
B g = w(no +8 4 yA) si s #£0
g % ¥h
= LH(-B_'-) Si s =0 .
0
D'aprds la proposition 4, la s-iéme ligne de ce tableau contient au plus
X 1
0
(1' (1og x)3 log 2—1)

temes supérieurs & 3 log log x . D'aprés le lemme 2, il ¥ a -i{-(l +0(1)) colon-

les y pour lesquelles

w(no + 5+ yA) <3 loglogx pour s =1, ... , 2[log x]

o .

w(no + yh) € 6 log log x pour s
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pour une de ces valeurs de y , n=n,+ yh vérifie les 4 hypothdses de la pro-
l,(,sj,tion 5 et est donc un point d'étranglement de la fonction n -4 n - w(n) .

O0n peut raisonnablement conjecturer que, pour € assez petit, la fonction
g—> 10 - d(n)e a une infinité de points d'étranglement, mais il semble peu vrais-
semblable que ce soit encore vrai pour € =1 . D'aprés le théoréme des nombres
preciers, on peut Voir que, pour n = 2.3 se. op , B - («ln) log log n)u)(n)
est négatif, et donc cette fonction nla aucun point d'étranglement. Cn ne peut pas
jénontrer que n - w(n)”"(n) n'a pas de point d'étranglement : La raison em est
qu'il n'y a pas de résultats non triviaux pour la question suivante : Majorer le

plus petit ¢ tel que win + tk) 2>k . On a évidemment tk E 2.30 0o Py s et

k
galheureusement, ncous ne pouvons améliorer ce résultat. C'est une question beaucoup
plus importante que 1'étude de n = w(n)w(n) .

I1 ntest pas difficile de montrer que, si n est un point d'étranglement pour la
fonction n - w(n)® n) , alors w(n) < (log 11)1/2"'E . Il semble vraisemblable que,

pUr N >N, il existe m >n avec m = w(m)*™/ <n , et ménme
m - w(m)w(m) <n - exp(log n)l~® ,

ce qui montrerait que le nombre de points d'étranglement est fini. Peut-8tre, pour
tout n > Ny oy existe-t-il un m >n tel que n - d(m) <n -2 {On a besoin de

n=-2 , parce que min - d(m) € n -2, mais on ne sait rien & ce sujeth

n=n+1,mn+2 .

Enfin, il est facile de voir que toute fonction additive qui possdde une infinité
de points d'étranglement est croissante, et donc (ef. [Erd 3] et [Pis]) proportion—
nelle au logarithme : La déuonstration suivante a été proposée par D. BERNARDI et
¥. NARKIEWICZ.

Soit f additive ayant une suite infinie 0, < n, < aae < n < ... de points

i'étranglement, et a2 < b . On peut trouver, pour n,  assez grand, dans 1l'inter-

valle (nk/b A nk/a] un nombre c¢ premier & a b ; on aura alors
ca < o, <c¢b,
te qui entraine
f(c) + f(a) < f(nk) < f(e) + £(1p)

et f(a) < £(b) .
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