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DIREKT SZORZATRA

ERDŐS PÁL és PÁLFY PÉTER PÁL

Ebben a dolgozatban felbonthatatlannak fogunk nevezni egy csoportot,

A bizonyításban a csoportelmélet és a számelmélet ötvöződik . Mindkét terület-

A vizsgált csoportok mindig végesek ; p és q mindig prímet C c1 abszolút
konstansokat jelöl

1 Állítás Ha a= km m páratlan k'

G = a b I am = b k = b ab = a )

definiáló relációkkal megadott csoportfelbonthatatlan és rendje n

Bizonyítás Tegyük föl hogy G= G XG és legyen a=a a b=b b ai
biEGi i= ) Mivel b rendje b és b rendjének legkisebb közös többszöröse ezért

mondjuk b rendje is k Ekkor osztja G rendjét így G páratlan rendű és
b = A b l ab=a relációból azt kapjuk hogy bllajb )a =a la ahonnan
a = Ám láttuk hogy IG páratlan ezért a = Tehát G = így G nek csak
triviális felbontása van

A továbbiakban ha szükségünk lesz rá mindig feltehetjük hogy n páratlan
Nehéznek látszik pontos feltételt adni arra hogy mely páratlan számokra létezik ilyen
rendű felbonthatatlan csoport A dolgozat végén bizonyítás nélkül közlünk két erre
vonatkozó részeredményt Ezekből következik hogy például van 7 és 7 9 rendű
de nincs rendű felbonthatatlan csoport ; van 5 és 8 rendű de nincs

6 rendű felbonthatatlan csoport Ezért azzal a könnyebben kezelhető kérdés
sel fogunk foglalkozni hogy mikor lehet minden n edrendű csoportot egysége
sen direkt szorzatra bontani azaz mikor létezik olyan a=n n n„ n > faktori
záció hogy minden n edrendű csoport egy n edrendű és egy n edrendű részcsoport
jának direkt szorzata Először azt az esetet vizsgáljuk amikor n prímszám



Segédtétel Legyen p In p prím Akkor és csak akkor lehet minden n edrendű
csoportot egy p edrendű és egy a/p edrendű részcsoportjának direkt szorzatára bontani
ha i p n ü nincs olyan gkln q prím k~ amelyre plgk és üi nincs olyan
qla prím amelyre qlp

Bizonyítás A feltételek szükségességét a következő csoportok mutatják : i
az n edrendű ciklikus csoport C ; ii {x az+bla bEGF gk aP= }XC„ tpgk ;
üi {x az+bla bEGF p aq= }XC„ pg

Tegyük most föl hogy p I n és teljesülnek az i ii üi feltételek Legyen G egy
n edrendű csoport P egy Sylow p részcsoport G ben Az i feltétel folytán P =P
A P részcsoport G beli NG P normalizátorának elemeivel való konjugálások P nek
automorfizmusait indukálják P automorfizmuscsoportja p elemű ezért a üi
feltétel miatt NG P minden eleme az identikus automorfizmust indukálja ] az centra
lizálja P t Burnside nevezetes tétele lásd [ ] 5 old szerint ekkor létezik G ben
olyan K normálosztó hogy KP=G és K P= azaz I KI =n p

Vegyük n nek egy p től különböző q prímosztóját Mivel K rendje p vel nem
osztható ezért van K nak olyan Q Sylow g részcsoportja amelyet P normalizál
lásd [ ] 4 old Ha IQI=qm akkor Q automorfizmuscsoportjának rendje osz

tója qm m gm_ gm_ _ q q l nek lásd [5] 75 old ám ez a ii
feltétel szerint p vel nem osztható így P elemenként felcserélhető Q val QsCK P
Tehát CK P K rendjének minden q prímosztójához tartalmaz egy Sylow g rész
csoportot ennélfogva CK P =K és így valóban G=PXK

Az első két feltételnek eleget tevő prímosztót általában igen könnyen találunk

Segédtétel Majdnem minden n szám minden log lognnél nagyobb prímosztója
első hatványon szerepel n prímtényezős felbontásában

Bizonyítás Azoknak az n ~n~ x számoknak a száma amelyek oszthatók
egy log log J nél nagyobb szám négyzetével vagy kisebbek JIx nél legfeljebb

kz
j<	x j=o x

loglog yX k5Y

	

log log ~x

4 Segédtétel Legyen e :: O Majdnem minden n számnak nincsenek olyan p és
q k osztói aholp és q prímek k hogy p> log log n E és qk modp

Bizonyítás Azoknak az n számoknak a száma amelyekhez van olyan p q prím
szám és k~ hogy pgk l n p > log log j x E és qk= mod p vagy n~ yx
legfeljebb

_
xk

YX = x k o x s
p>QOglog X a pq

	

p P qk= P R
qk= P

	

gksX
g kss

::5
X Cloglogx o x

p p

	

P

lásd [6] 47 old ; most p < c
C log log x

S x

	

E O X = ° xlog log yx
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A harmadik feltételnek eleget tevő prímek számának meghatározásához már
mélyebb számelméleti segédeszközökre lesz szükségünk

5 Segédtétel Legyenek p i pr különböző prímszámok Ekkor

= o

	

•loglogxg
gprim q

	

i=

	

Pi
q5x

pi{q

Bizonyítás Legyen k=p p r Azok a q prímszámok amelyekre pi{q l
a k hoz relatív prím cp k = p pr maradékosztály közül p

pr ben helyezkednek el A Dirichlet tétel kvantitatív alakja lásd [6] 8 old
azt mondja hogy egy egy ilyen maradékosztályban x ig aszimptotikusan

	

x
p k log x

prím van Innen állításunk parciális szummációval könnyen adódik
6 Tétel Jelölje g n az n páratlan szám olyan qprímosztóinak számát amelyekre

q nhez retíval prím Majdnem mindenpáratlan a re

gn=o»7 loglogng
pln p

Bizonyítás Elegendő azt megmutatnunk hogy minden pozitív e ra és q ra a párat
lan számok egy legfeljebb rt felső sűrűségű részhalmazának kivételével

	 g n	 < E
jj p log log n
PIn

teljesül a többi páratlan n számra Ehhez alkalmasan nagyra fogjuk választani az A
számot amelyet aztán rögzítettnek tekintünk

Jelölje M az A ig terjedő prímek szorzatát a t is beleértve és az n a mod M
maradékosztályon ahol a<M páratlan vizsgáljuk azt a gA n függvényt ami
vel az n páratlan szám olyan q prímosztóinak számát jelöljük amelyekre q>A
és g nem osztható n nek egyetlen p :A prímosztójával sem

A gA n függvény átlagos viselkedését Turán módszerével állapítjuk meg A ma
radékosztály minden elemének ugyanazok az A nál nem nagyobb prímosztói legye
nek ezek p pt Ekkor

gA n = = = Z
x

aq r
n a M

	

a aM qIn

	

qsx a=a M

	

qsx Mq
nsx

	

nsx pt {q

	

P;{q qln

	

Pt{q
nsx

ahol

	

Így gA n átlagértéke az n a mod M maradékosztályon x ig

q5x 9 0 logx

Az 5 Segédtétel szerint

	

pi { q

K= z = 0 jj
x

	

loglogxg
x q

	

i=

	

P;
p i {q

5* 9



A gA n függvénynek K tól vett négyzetes eltérésére a következő adódik ahol min
den S ; < :

gA n K = gA n K gA n
n=a M

	

n

	

n
nsx

M S K = ; KZX o x _ Z x aq
R ?x Rasx a a M

	

M

	

Rsx Mq
p {R p {9 n x

	

p {e
4 n
e In

e sx e ‚qX q
S e ea

eZ
Mq S4

p {e p {~R

	

p {R

K x o x s Kx K x K X O x = KX O xM

	

M M M

	

M
Tehát gA n K nak től vett átlagos négyzetes eltérése

K 0 K

így a Csebisev egyenlőtlenség szerint majdnem minden n re

g 4 n = o ff Ioglogn
pln

	

Pp5A
Nézzük most g n et! gA n kiszámításánál nem vettük tekintetbe azokat a prí

meket amelyek A nál nem nagyobbak így g n SgA n ir A Másrészt viszont
számoltunk olyan q prímeket is amelyekre q ln és van olyan pun prím p A hogy
piq Felülről becsülve az ilyen prímek számának átlagát azt kapjuk hogy

		

x

			

C log logx C log logxZ S
X n x p A

	

X p A e= p pq p A P R==p q p>A P

	

P

	

A
e= p

	

psz esx

	

R x
PRIn

vö a 4 Segédtétellel Így egy legfeljebb r x elemű halmaz kivételével

g n gA n
Clog

A
logx q

A megmaradó legalább rl x o x számra tehát

o
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j7
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g

	

A

	

pspsA
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Vegyük észre hogy itt

A 7 _J A exp log 8

	

5p5A

	

P p AP

z c A ex

	

l0 8 lo lo A=	c A

	

P g g g log A og
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Továbbá tekintetbe kell még vennünk hogy a tétel kimondásában jj p et
az összes prímosztóra képeztük Becsüljük meg a

gA n

C I g n I
94 n

psA

C
J o C logA lo 98

	

	
c A

	

a 0 ~ a a

ha A t elég nagynak választjuk
Ezzel tételünket bebizonyítottuk

Eddigi eredményeink együttesen szolgáltatják a dolgozat fő tételét
7 Tétel Majdnem minden páratlan n számnak	 •loglogn

pl n

	

P
olyan q priorosztója van hogy minden n edrendű csoport egy q adrendű és egy a q ad
rendű részcsoportjának direkt szorzatára bontható

P_A
Összegezve eddigi számításainkat azt kapjuk hogy egy legfeljebb felső sűrű

ségű halmaz kivételével már minden más n páratlan számra
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p

	

loglogn
pl n
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szorzatot! Itt átlagban
P p
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A
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Ezért legfeljebb rix szám kivételével
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Bizonyítás A Segédtétel szerint az olyan q prímosztók számát kell meghatá
roznunk amelyekre i q ~n ii q{pk a egyetlen pk prímhatvány osztójára sem
és üi n q = A 6 Tétel megadja a üi feltételnek megfelelő prímosztók szá
niát Azt kell megmutatnunk hogy majdnem minden n re ezen prímosztók o
része teljesíti az i és ii feltételt is A és a 4 Segédtétel szerint majdnem minden
szám minden log log n } F nál nagyobb prímosztója eleget tesz az i és ii feltéte
leknek A log log n l

E nál kisebb prímosztók száma viszont majdnem minden n re
csupán O log log log log n lásd [ ] és ez a üi feltételnek megfelelő prímosztók
ámához

0 »H • log log i hez
Pln

	

p

};épest elenyésző ugyanis páratlan n re

Pjj
p

	 exp _log8 ~_=
és itt átlagban

			

l x

	

l nsx p~ii p

	

l Psxp p

	

p p

így majdnem minden n re

li ~ exp log w n =
Pln

	

p

	

w n

ahol w n tetszőlegesen lassan tart végtelenhez
Kimutatható hogy a páratlan számok pozitív százalékára q nak az a legnagyobb

prímosztója is választható

Most általánosítjuk a Segédtételt az n tetszőleges nemcsak prím osztóira
A bizonyításban felhasználjuk Feit és Thompson híres tételét [ ] is miszerint minden
páratlan rendű csoport feloldható

8 Segédtétel Legyen rl=n n páratlan szúm Ákkor és csak akkor lehet minden
n edrendű csoportot egy n edrendű és egy n edrendű részcsoportjának direkt szorza
tára bontani ha i n és n relatívprímek ii nincs olyan pIn g k n p qprímek k~
amelyekre pigk és szimmetrikusan üi nincs olyanpkIn gln p q prímek k~
amelyekre qlp k

Bizonyítás A feltételek szükségességét a következő csoportok mutatják : i Cn ;
ii x ax bIa bEGF g k aP= }XC yPQk ; üi ugyanez p és q szerepét fölcse
rélve

Tegyük most fel hogy teljesülnek az i ii üi feltételek és legyen G egy n
edrendű csoport Mivel n páratlan Feit és Thompson tétele [ ] szerint G feloldható
Hall tétele lásd [ ] old szerint minden p; prímosztóhoz kiválasztható G nek
egy P; Sylowp ; részcsoportja úgy hogy minden P; P párra P;Pf = PjP; teljesül
jön Jelölje G az n et osztó prímekhez tartozó kiválasztott Sylow részcsoportok szor
zatát G pedig az n prímosztóihoz tartozókét Az i feltétel alapján IG =n és
IG I=n Vegyük most n nek egyp prímosztóját és a hozzá tartozó P Sylow A rész
csoportot és n nek egy q prímosztóját és a megfelelő Q részcsoportot A Sylow rész
csoportoknak a Hall tételben előírt választása folytán PQ=QP részcsoport
A ii és üi feltételek miatt ez a részcsoport Pazderski eredménye lásd [5] 85 old
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szerint nilpotens azaz P és Q elemenként felcserélhető PQ=PX Q Ez bármely
prímosztó párra fennáll ezért G és G is elemenként felcserélhető tehát G=G XG

Az ilyen faktorizációk vizsgálatához már sokkal mélyebb számelméleti segéd
tételre lesz szükségünk ; ennek bizonyítását csak vázlatosan ismertetjük

9 Segédtétel Legyen 0<s< Majdnem minden n számra igaz a következő:
n minden log log n E nál kisebb d osztójához van olyan qln prímszám hogy q
mod d

Bizonyítás Felső becslést adunk azoknak az nsx számoknak a részarányára
amelyekhez van olyan d< log log x E hogy qo mod d n egyetlen q prímosztó
jára sem Először rögzítsük d t! Ekkor Brun módszerét alkalmazva lásd [4] belát
ható hogy azon n ek részaránya x ig amelyek egyetlen q mod d prímmel sem
oszthatók legfeljebb

c jj <c exp Z
q= a>

	

R R
95x

	

qsx

valamely alkalmas c abszolút konstanssal Most a számtani sorozatokra vonatkozó
Siegel Walfisz tételből lásd [6] parciális szummációval azt nyerjük hogy

= l o
loglogx

o lglog E =
c4 loglogx E

q a q

	

tp d

	

loa log x
q=x

teljesül minden d< log log v E esetén ahol c4 >0 alkalmas konstans Tehát a ki
vételes n ek részaránya összesen is legfeljebb

log log x E c exp c4 log log x E

ami tart O hoz ha x

Még két egyszerű észrevételre is szükségünk lesz

0 Segédtétel Legyen 0< e< Azoknak az n számoknak a halmaza amelyeknek
van log log n E és log log n E közé esőprímosztójuk legfeljebb log e s
felső sűrűségű

Bizonyítás Az ismert módszerek lásd [ ] azt adják hogy a log log n E és
log log n E közé eső prímosztók átlagos száma

loglog Ioglog !] loglog loglogn E o l = fog l É o

Innen állításunk azonnal következik

Segédtétel Legyen A pozitív szám Azoknak a számoknak a halmaza amelyek
nek nines A nál kisebb prímosztójuk legfeljebb c5 log A sűríségű valamely c >0 kons
tanssal

Bizonyítás E halmaz sűrűsége nyilvánvalóan

Tj < exp y exp log log A log c
„< a

	

p

	

p 4 p

	

5 _ log A
C5
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Eddigi előkészületeink annak megmutatásához kellenek hogy a 8 Segédtételben
megadott tulajdonságú felbontások általában csak néhány a Segédtételben leírt
tulajdonságú „izolált prím leválasztását jelentik

Tétel Majdnem minden n számra igaz a következő: Ha a=n n olyan fak
torizáció hogy minden n edrendű csoport egy n edrendű és egy n edrendű részcsoport
jának direkt szorzatára bontható és n legkisebb prímosztója n nek osztója akkor n
minden prímosztója teljesíti a Segédtételfeltételeit és így minden n edrendű csoport
ciklikus

Bizonyítás Azt mutatjuk meg hogy tetszőleges pozitív a ra a tételben megfogal
mazott tulajdonsággal rendelkező n ek halmaza legalább n alsó sűrűségű Válasz
szuk a t 0<a< ésA t A 0 úgy hogy

a

	

C5log 8 log A < n

legyen Vegyük azoknak az n számoknak a halmazát amelyekre a következők mind
egyike teljesül :

a n minden log log n e nál nagyobb prímosztója a prímtényezős felbontás
ban első hatványon szerepel ;

b Nincsenek olyan q r prímek és k hogy gr k ln g> log log n }e és
r k= mod q ;

c n minden d< log log n E osztójához van olyan qln prím hogy q
mod d ;

d n nek nincs log log n A és log log n E közé eső prímosztója ; és
e n nek van A nál kisebb prímosztója
A 4 9 0 és Segédtételek szerint ennek a halmaznak az alsó sűrűsége

legalább

log
l±a 0g5A

n

Belátjuk hogy az ilyen tulajdonságú n számokra teljesül a tételbeli állítás Le
gyen n egy ilyen szám és jelölje legkisebb prímosztóját p e szerint p<A Ha
r< log log n E A n nektetszőleges prímosztója akkor c szerintvan olyan qln prím
hogy rplq A 8 Segédtétel ii feltétele szerint ekkor qln a üi feltétel szerint
pedig r is n prímosztója Így i miatt n nek nincs log log n E A nál kisebb prím
osztója A d tulajdonság miatt tehát n minden prímosztója nagyobb mint
log log n } e Legyen qln prím Ekkor a Segédtétel feltételei közül q ra teljesül
i az a tulajdonság szerint ii pedig a b tulajdonság szerint Végül q n =

is fennáll hiszen a 8 Segédtétel ii pontja szerint q n = másrészt b alap
ján q n = is teljesül

Így a Segédtétel értelmében megmutattuk tehát hogy minden qln prímszámra
minden n edrendű csoport Sylow q részcsoportja q adrendű és direkt tényező Ezért
az n edrendű részcsoport ciklikus csoportok direkt szorzata tehát maga is ciklikus

Bár dolgozatunkban aszimptotikus kérdésekkel foglalkoztunk végezetül hadd
említsünk meg bizonyítás nélkül két pontos eredményt is amelyek talán érzé
keltetik a kérdés bonyolultságát Nyilvánvalóan minden prímhatvány rendű ciklikus
csoport felbonthatatlan Eredményeink a nemtriviális esetek közül a két szélső
ségre a négyzetmentes számokra illetve a csak két különböző prímmel osztható
számokra vonatkoznak
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Tétel Legyen n négyzetmentes szám Pontosan akkor létezik n edrendű fel
bonthatatlan csoport ha n prímosztóinak halmaza két diszjunkt részre P re és Q ra
bontható úgy hogy az a páros gráf amelynek csúcshalmaza PU Q élhalmaza
{{p q} : pEP gEQ piq } összefüggő legyen

4 Tétel Legyen a=p°qb r= ordp mod q s=ord q modp Pontosan akkor
létezik n edrendűfelbonthatatlan csoport ha az alábbiak valamelyike teljesül :

r= ;
rpáros a r ;
r páratlan és a=r vagy az r ; illetveszimmetrikusan :
s= ;
spáros b ;s ;
s_ páratlan és b = s vagy b~ s

A dolgozat megfogalmazásában nyújtott segítségéért köszönetetmondunk Pintz
Jánosnak és Szalay Mihálynak
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O IIOPSIRKAX IIPSIMO HEPA JIO KHMbIX FPYIIII

n PAL III a li II IfAJIxIs

Hepasno=nre rpynrgl eeTHSlx IIopBAKoB nerKO IIoCTposrrcB YTBepxcAeaae C Apyrol
cTopoHbl MbI IIoxaxceM ITO IIoHTH Bce HeYeTHbIe YHcna n T e a HCKJnOYeHHeM MHOxceCTBa IInoT
HocTH 0 HMeIOT

o jj ___j ioIongg
Pia

	

p

TaxHe IIpOCTbIe AeJIHTeJIH ITO COOTBeTCTByIOII a5 CHJIOBCKaH IIOArpyIma SIBJIReTCH IIp II im MHO
g HTeneM B KaxcA0 rpyIIIIe IIOpsIAKa n TeopeMa 7 B TeOpeTRxo rpymIOBOn JaCTH J OKa aTenCTBa
MM IIOKaxceM TITO IIpOCTOIi AenHTeJU p iHCna n 06naAaeT THM CBOaCTBOM TOrZ a H TOJIbKO TOTJ a
xOrj a i a He J enHTCH Ha p eCJIH n AenHTCSi Ha qk q npocToe k? Tora ptQk H ili
soA p n = JIeMMa Ujin IIo`ITH Bcex cen n xaxcA npocToü AeJIHTeJIb 6Omme IeM
log Iog n yAOSneTBOps eT i H ii JIeMMaI 4 CyTb Teopexmco HHcnosoll sIaCTH Aoxa aTeIIb
CTBa onpeAenel Re mcno IIpocTblx AeJIIITeneil c esoicxsoM üi TeopeMa 6

IIyczb a=nl na Taxoe pa noxceaHe rro scstxast rpynna IIopsIAICa n pa naraeTCn B npslMOe
npoa BeAeHIIe noArpynII nopslpücoB n H n Tora AJIH IIo`ITH Bcex cen a oAAH H MHoxaITenea
BcerAa slsnxexcsl I wcnHMecxol rpynnoíl TeopeMa
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