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I. INTRODUCTION

Les questions arithmétiques mélant les structures additive et multi-
plicative des entiers sont en général difficiles—les problémes de Waring et
de Goldbach sont deux exemples parmi d’autres d’une telle situation.

Dans le cadre de I'¢tude des diviseurs d'un entier, on peut décrire ce
phénomene comme la traduction d'un “conflit” entre les deux structures
d’ordre naturelles dont on peut munir 'ensemble des diviseurs de n. La
structure d’ordre additif est la trace de I'ordre de Z. La structure d’ordre
multiplicatif est induite par l'ordre lexicographique: si la décomposition
canonique de nest n=[1], -,-, p¥ les diviseurs sont les entiers de la forme
d=TT1, ;= p avec 0<f;<a, (1<i<k), et I'on peut les ranger en
associant a chaque d le “mot™ fi.f, _,---f,.

Ces définitions ont été introduites dans le récent livre de Hall et Tenen-
baum [6], qui est dévolu a la description des principales méthodes dis-
ponibles pour aborder ce type de problémes. On peut aussi envisager une
interprétation probabiliste: si D, est la variable aléatoire qui prend les
valeurs log d, lorsque d parcourt les diviseurs de n, avec équiprobabilite
1/t(n), on a la décomposition canonique

p,=Y D,
pin

ou les D, sont indépendantes. La répartition de chaque D, est triviale,
celle de D, est souvent inaccessible.
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Dans ce contexte, une classe de problémes naturels, mais délicats, est
constituée par les questions posées en termes de diviseurs consécutifs. Plus
précisément, si nous désignons par

l=d,<d,< - <d,=n (1.1)

la suite ordonnée des diviseurs de n, il s’agit d’étudier des propriétés faisant
intervenir explicitement les rapports entre d, et d,,, (1<i<z(n)). La
conjecture d’Erdos, récemment résolue par Maier et Tenenbaum [97]. selon
laquelle

E(n):=min{d,, ,/d;:1<i<t(n)} -1 p-p-

(ou, ici et dans la suite, la mention p.p.—presque partout—indique que la
relation ainsi désignée a lieu sur une suite de densité unité), est un exemple
d’une telle situation.

Dans cet article, nous nous proposons de poursuivre I'étude spécifique,
abordée dans [3-5], des fonctions arithmeétiques liées aux diviseurs
consécutifs. Une de nos motivations initiales est la fonction apparemment
inoffensive

f(n):=card{ie [, z(n)[ :(d,.d;.,)=1}.
Alors que la fonction “duale”
gn):=card{ie[l,t(n)[ : d/|d,.}

fait I'objet de résultats relativement satisfaisants quant a son comportement
normal ou moyen—cf. [4, 5, 11]—les propriétés de f(n) demeurent encore
bien mystérieuses.

L'énonce de notre premier résultat dépend d'une suite de constantes
numériques B, =3-2 " <B,< ... <B,<-.--<l, dont la définition
précise est donnée a la section 2. Nous nous contentons de mentionner ici
les deux propriétés suivantes (démontrées au lemme 2.3):

{a) B, <exp {%“—il—r} (v=1.2,..);
(b) log B, ~ ——]; (v— x0)
2v*
Les premiéres valeurs numeriques sont rassemblées dans le tableau suivant.
v 1 2 3 4 5
B, 0.94 494 0.97 398 0,98 449 0,98 959 0,99 248

Comme c'est I'usage, nous désignons respectivement par 2(n) et w(n) le
nombre des facteurs premiers de n comptés avec, ou sans, leur ordre de
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multiplicité. Nous introduisons également la famille des fonctions additives
@,, dépendant du parametre entier v = 1, et définies par

w(n):=card{p:p|n, p* ' n}. (1.2)

Ici, comme dans tout l'article, la letrre p désigne exclusivement un nombre
premier.

THEOREME 1. Pour tous n, v=1, on a

fn) < 3t(n) B (1.3)
De plus, on a également
f(n?éf‘lw (n=2) (1.4)
log t(n)
et
f(n)/x(n) < 4{log(l+Q(n)/Q2n)}"  (n>2). (15)

L’inégalité (1.3) implique en particulier
._f'{n)ér[n]["’. (1.6)

avec ¢ =3 —log 3/log 2=0,08 170 ..., lorsque n est sans facteur carré. Il est
probable qu'une telle estimation persiste en fait pour tout n, mais nous ne
savons pas le démontrer.

Le probléme de la valeur moyenne de f(n) a été abordé dans [5]. II est
trés délicat: comme Erd6s et Hall le remarquent dans [ 3], une interversion
de sommations ne semble pas pertinente, alors méme que f(n) est définie
sous forme d’une somme. La majoration (1.3) utilisée avec v=1 fournit
immeédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE.  On a pour x infini

Y. J(n)<x(log x)* (1.7)

avec u=2B,—1=3-4"'"—1=0,88988...,

Cette estimation améliore sensiblement celle de [5] ot I'exposant du
logarithme valait (1 + log log 2)/log 2=0, 91392...

La majoration (1.5) peut, au premier abord, paraitre faible. Le résultat
suivant montre que I'exposant } ne peut y étre remplace par une constante
dépassant 1.
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THEOREME 2.  Pour une infinité d’entiers n, on a
Sf(n)ft(n) = 1/(282(n)). (1.8)

Nous établissons cela a la section 3. Nous construirons explicitcmenm:
suite d'entiers satisfaisant (1.8). Ces entiers sont tels que Q(n)~/z(n).
Ainsi, il existe une constante c telle que (1.6) soit réalisée pour tout n>1,
on a nécessairement ¢ < 5.

La question de la minoration de la valeur moyenne de f(n) est restée
longtemps en suspens. On a

fln)y=w(n) (n=1) (1.9)

car chaque diviseur premier de n contribue a f(n). Cela implique que
'ordre moyen de f(n) est au moins log log n et Erdds et Hall conjecturent
dans [3] qu'il dépasse toute puissance de log log n.

Nous sommes aujourd’hui en mesure d’¢tablir cette conjecture, sous une
forme plus forte. Nous obtenons le résultat d'une maniére quelque peu
inhabituelle: il découle d’une estimation de l'ordre normal d’une autre
fonction liée aux diviseurs consécutifs, a savoir

.
hin) =Y {d —:l<igt(n), (d;, diy )= 1}»
i+1

THEOREME 3. On a
hin)=(log n)'oed 1o pp (1.10)
COROLLAIRE 1. Pour x=3, on a

Y, fla)ysm(log g)es? —eat) (1.11)

n= X

[l est vraisemblable que la moyenne (1.11) est dominée par des entiers n
possédant sensiblement plus de (1 +o(1)loglogn facteurs premiers. Cela
suggere que I'exposant du logarithme dans (1.11) n’est pas optimal.

Bien entendu, I'estimation (1.10) fournit aussi une minoration de I'ordre
normal de f(n). En lui associant la majoration correspondante établie dans
[57, nous pouvons énoncer:

COROLLAIRE 2. On a
(log n)lee* ~1+o < f(n) < (log n)'ogs 12+t p.p. (1.12)

Il semble difficile de se faire méme une opinion heuristique sur la valeur
exacte de I'exposant normal.
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L'ordre maximal de f(r) présente également un probléme ouvert. Nous
pouvons montrer le résultat suivant, déja mentionné dans [2], qui
ameliore considérablement I'estimation de Erdos et Hall apparaissant dans

(3]
THEOREME 4. Pour x=3, on a

max f(n)=exp{((log 2)* +o(1))log x/(log, x)*}. (1.13)

nE X

Ici et dans la suite nous désignons par log, la k-iéme itéree de la fonction
logarithme.
Posons

D(x):=max t(n).

HEX
Il est bien connu que
log D(x)~log 2 -log x/log, x
et il serait souhaitable de savoir s'il existe une constante positive c telle que

max f(n)= D(x)".

nx

Dans [3], on déduit une généralisation de f(n) en posant pour tout
entier r =2

fn):=card{ie[l,t(n)—r+1]: max (d.d,)=1}.

i j=k=i+r

On a donc f5(n)= f(n). Pour r=3, il n'existe pas de minoration non
triviale de f,(n) analogue a (1.9). Plus précisément, nous pouvons montrer
le résultat suivant.

THEOREME 5. Soit r=3. Pour tout k=1, il existe au moins un entier n
rel que
. 1 (r=23)
win)=k et f.n)=
( =i 0 (r=4).
1l serait intéressant d’estimer avec précision la quantité
F.(x):=max{t(n):n<x, filn)<1}.

La construction utilisée pour la démonstration du théoréme 5 fournit

F.(x)>log x/log 4 (x=16). (1.14)
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A Topposé, il semble difficile d’exhiber des entiers pour lesquels f,(n)
prend de grandes valeurs. La methode conduisant au théoréme 4 ne
fonctionne pas lorsque r=3, et nous ne pouvons obtenir dans ce cas
qu’une minoration beaucoup plus faible.

THEOREME 6. Soit r=3. On a pour x =16

max f,(n)=exp{(i+o(1))(log, x)*/log; x}. (1.15)

nEx

Cette borne est a rapprocher de celle qui a été obtenue pour f(n) = f5(n)
dans [3]. Nous utilisons la méme méthode ici.

Dans [7], Ivi¢c et de Koninck introduisent une autre fonction liée aux
diviseurs consecutifs,

Hn):= Y (d,,—d)" (n=2)

l=i<rtin}

On sait que les diviseurs d’un entier “normal” ou “moyen” ont tendance a
croitre exponentiellement (cf. par exemple [6, theorem 13]). 11 faut donc
sattendre d ce que H(n) soit usuellement assez petite. Partant, la valeur de
H(n) doit étre trés sensible a la présence de diviseurs proches, et I'on peut
considérer H(n) comme une mesure de la proximité des diviseurs de n. Par
exemple si E(n)=min(d,, ,/d;)=2, ona H(n) <L

Ivic et de Koninck montrent dans [7] qu'il existe une constante
B=1,77... telle que

S H(n)= Bx+ O(x(log x)'7). (1.16)

n= X

Nous verrons a la section 7 que I'on peut améliorer notablement le terme
d’erreur de cette estimation (formule (7.3)).

En ce qui concerne le comportement normal de H(n) nous pouvons
montrer le résultat suivant.

THEOREME 7. La fonction arithmétique H(n) possede une mesure de
répartition.

Ainsi pour presque tout z>0 la suite des entiers n tels que H(n)<:z
posséde une densit¢ asymptotique d(z). Nous ne savons pas si d(z) peut
étre prolongée en une fonction continue sur [0, +oc[. Par (1.16), on a
o (1—d(z)) dz=B.

Le probléme des grandes valeurs de H(n) est loin d’étre résolu. On a par
exemple

H(n)zx(n):=card{d: d(d+1)|n]
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mais la fonction x(n) semble rétive a toute estimation non triviale. Il est
ainsi treés probable que k(n) <, t(n)" pour n > |, mais méme une majoration
du type k(n)<t(n)' ¢ avec ¢>0 apparait hors de portée. La meilleure
minoration de l'ordre maximal de k(n) actuellement connue est celle
d’Erdos et Hall [3]

max k(n) > (log x)ve+oh) (x = o0). (1.17)

nEx

En faisant appel & un résultat récent de Ivic et Tenenbaum [8] sur les
entiers sans grand facteur premier et sans facteur carré, nous obtenons une
estimation de 'ordre maximal de H(n) bien supérieure a celle qui découle
de (1.17).

THEOREME 8. On a

max H(n)=exp{(log x)'?+1 (x — o0). (1.18)

Nous ignorons si I'exposant | figurant dans (1.18) est optimal. On peut

majorer H(n) en remarquant (cf. section 7) que I'on a

Hin)< ) k 'f(nlk)  (n=2). (1.19)
kln
En utilisant alors les estimations du théoréme 1, nous obtenons le résultat
suivant.

THEOREME 9. On a uniformément pour n=2, v =1,
H(n)<t(n) B> log(1 + w(n)). (1.20)
De plus
H(n)/t(n) < {log(1 + Q2(n))/2(n)} ' log(1 + w(n)). (1.21)

On a donc H(n) < 1(n)/(log t(n))® pour n>=2 et tout é < 1/3. Ici encore il
serait souhaitable de pouvoir disposer d’'une majoration du type <t(n)! ~*.

Les auteurs tiennent a remercier A. Ivic pour ses utiles remarques sur
une premiére version de ce travail.

2. DEMONSTRATION DU THEOREME |

Nous exploitons ici systématiquement un argument non publi¢ d’Erdos
et Simonovits correspondant au cas d'un entier n sans facteur carre.
Pour chaque entier v = 1, nous introduisons la fonction définie sur [0, 1]

A(0):=(1+v " H(v8)(1—0) °.
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On a
A0)/A.(0)=log(va/(1—0)), (2.1)

de sorte que A,(0#) décroit de 1+ 1/v a 1 sur [0, 1/(v+1)] et croit de | a
v+ 1Lsur [1/(v+1),1].

Pour v=1, n=1, nous définissons également une fonction fortement
additive m— w (m, n) par

3 pv 1
w,(p/n) = {1 (31 p™ 1n)

0 (sip™™'|n).

En particulier, on a w./(n,n)=w,/(n) pour tout n=1. De plus
w,(m, n)=w(m) dés que

vz Vin):=max{v:p'|n}.
LEMME 2.1. (i) Pourvzlet0<0<i ona
©(n) 'card{d:d\n, w,(d n)<bo(n)} <A,(0) ", (2.2)
(1) Pourvz=1let0<O0<1/(v+1), 0na
t(n) 'card{d:d|n, o (d.n)=(1=0)w (n)} <AJ(0)" ™.  (2.3)

Démonstration.  Soit y, 0 < y <1, un paramétre que nous fixerons plus
loin. Le membre de gauche de (2.2) n'excéde pas

e 1+ jy
t[”] 1 Z ym‘.:d,m Hanin) — l—[ ( : J’.I y ..;;)‘
dln Mon +J’

isv

Pour chaque y<1, le terme général de ce produit est une fonction
décroissante de j. Cette expression est donc

l+ v ()
s(—~——2' -,1"”) :

Pour le choix optimal y =0/(1 —0) < 1, on obtient la majoration annoncee.

Pour établir le point (ii), on procéde de maniére analogue, en se donnant
un paramétre z = 1. L'expression suivante est alors un majorant du membre
de gauche de (2.3)

T{ﬁ_l -1 Z Zm..{(.’.m—ll—le.-hllz H (l +-’r:_:ﬂ l)

dln plla ! +,I'
i=v

{(l_‘_‘,z‘zaul w\inl‘
1+v

La valeur optimale de z est (1 —0)/vf =1, d’ot le résultat souhaité.
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LEMME 2.2 Pour chaque v=1, I'équation

4, (ﬂ)ﬂ\w; (24)

posséde une solution unique 0, dans intervalle 10, 1/(v+ 1)[. En posant
alors

B, i=A4,0,)" "<, (2.5)
on a
f(n) < 3t(n) B (n=1). (2.6)

Démonstration. Pour 0< 0 < 1/(v+ 1), on peut écrire

A (0)/A, (]—;—8) =expia,(0)}

avec
al.((}}:=log( 1)+Hlog{ vl) + 2(1v8}10g{1—8}

—%{1+8)]0g{1+8}. (2.7)

On vérifie sans peine que 'on a

a,(0)=log(l+1/v)>0,

1 1 1 |
a"(p+ l)=1’1'—+2{\ log(l +;)—(v+2}log(! +V+—])}{0,

a,(0)=log(vl//1 —6%) <

Cela établit I'existence et 'unicité de #,. Lorsque v=1, on a évidemment
fl, =1 dou

B,=A4,(3)"'=3.2%=0,944%.. .

Montrons (2.6). Lorsque l'indice i€ [1, t(n)[ contribue & f(n), 'une au
moins des trois éventualités suivantes est nécessairement réalisée:
(a) w,(d,n)<Hl—0,)w(n),
(b) wd ., ,n<il—8,) w.(n),
(¢c) wldd , ,,n)>(1—80,)w.(n)
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Par le lemme 2.1(i), le nombre total des occurrences de (a) ou (b) ne
dépasse pas

= [SFREA )
ET{HJA] (l ?U.-) =2T(”] B",u*[”].

De plus, pour chaque diviseur d de n, I'équation d=d,d, , , possede au plus
une solution en ie[1,7(n)[. Le lemme 2.1(ii) implique donc que la
condition (c) est réalisée pour un nombre d’indices i n'excédant pas

(n) A‘_(ﬁl‘l]—w,.i:n: t(n) B,
Cela établit la conclusion souhaitée.

LEMME 2.3. Ona

B, <exp{— (v=1) (2.8)

)

S(v+1)°
1

log B, ~ <=5 (v— 0). (2.9)

Démonstration. On a, pour 0<0<4,

logAl(l_H)=] {(1+0)log(l+0)+(1—0)log(l—0)]

2 2
LY L P (2.10)
—-2J“ g I — U /2 ' '
Pour établir (2.7), il suffit donc de montrer que
/275
(v+1)
soit encore
, -";TS
a,.(\" 2 )>0, (2.11)
v+ 1

Posons h= v: En remarquant que, pour 0<0<1, on a
pth
(1+0)log(1+0)—(1—0)log(1 —0)=| (2+log(1—v?))dv <26,
0
on déduit de (2.7)

" h )>10 (l+1)+ h o (hv o h
a'(v-H 2108 v T vr1 B\yr1) vl
h 1
>m{Q{h)—log(l+;)}
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avec Q(h):=logh—141/h=0,12299 > log(3). Cela établit (2.11) lorsque
v= 8. On vérifie numeériquement que cette inégalité persiste pour 1 <v<7.
Pour montrer (2.9), on remarque d’abord que (2.10) implique

log B, ~ — 102 (v—0) (2.12)

car [flog((1+v)/(1—v))dv~8> lorsque 60— 0. Maintenant, d’aprés le
lemme 2.2, il existe un ¢, € 10, 1] tel que 6, =1,/v. En reportant dans (2.7),
il vient

a(0,)=v 't logt,—t,+1}+0( ?).
Cela implique
t,dogt, —t,+1-0 (v—o0)
et finalement
r,— 1 (v— o)

Par (2.12), cela equivaut a (2.9).

Fin de la démonstration du Théoréme 1. Compte tenu de (2.6), il ne reste
a démontrer que (1.4) et (1.5). Appliquons d’abord (2.6) avec v= F(n), en
majorant B, selon (2.8). Il vient

f(n)fz(n) <3 exp{ —w(n)/5(V(n)+1)*}. (2.13)

Cette majoration n'est efficace que lorsque V(n) n'est pas trop grand. Dans
la circonstance opposée, on remarque simplement que l'on a

fin)/t(n)<2/(V(n)+1) (2.14)

puisque, étant donné un p tel que p""'||n, I'un ou I'autre de deux diviseurs
consécutifs comptés par f(n) est premier a p. En reportant tout a tour dans
(2.13) les minorations trivials

w(n)=R(n)/V(in), w(n)=log(t(n)/log(V(in)+1))
on obtient donc
S (n)/x(n) < max min{3e ~ 2GS, 2y}
et

f(n)/t(n)<max min{3t(n) VEU0ED 2/p}
=2

Cela implique facilement (1.4) et (1.5).
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3. DEMONSTRATION DU THEOREME 2

Nous allons montrer que I'inégalité (1.8) est satisfaite pour tous les
entiers de la forme

n=pm

ou m=pyp,---p, ; est sans facteur carré et vérifie les conditions
suivantes

(a) k+1=2",

(b) (1+1/2k)2’ < log pflog p < (1 + 1/2k + 1/2k*) 2/ (0<j<r).
D’aprés le théoréme des nombres premiers, il existe pour tout couple {, r |
satisfaisant (a) un entier N= N(k,r) tel que les conditions (b) soient
réalisables des que p> N.

Pour chaque s, 0 <5<k, considérons la décomposition dyadique

g= ¥ efs)2/

O=sj=r

et désignons par m, le diviseur de m defini par

mo= ] pi".

O=/j=r
La condition (b) implique
(l+l) qlogln_,.c('l+l+ 1); (0<s<k) (3.1)
— |s< < —+=—]3 <s< ;
2k logp ~\ 2k 2k

de sorte que la suite ordonnée des diviseurs de m est exactement
l=my<m; < -+ <m,=Ahn

Pour chaque j, | <j<k. ona

m,_,<p
Nous allons voir que m, , et p/ sont consécutifs en tant que diviseurs de n.
En effet, considérons un diviseur ¢ de n tel que d< p’. 1l existe alors un
couple {h, t}e[0, j—1]° tel que d= p"m,. Par (3.1), on peut donc écrire

1

log d
i>——2=} l+—t=h+1,
"}>logp ?+( +2k)" :
d’ou

h+t<j— 1
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En appliquant maintenant la majoration de (3.1), il vient

log d 1o
££(1+~—+——)U—h—l}+h

log p 2k 2k°
I ; (h—1)
14+— —1)— :
<( +2k) (j—1) P

Cela implique d<m, , lorsque 1=1. Mais si h=0, onad=m, <m, .
Nous avons donc montré que m; , est le plus grand des diviseurs de n
inferieurs a p’. Comme (m, p)=1, il suit

(k+1)?*  t(n)

Jm) 2k > = 20m)

Cela achéve la demonstration du théoréme 2.

4. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

Soit o un paramétre réel, —oo <a < 1. La fonction arithmétique
Un, o) :=card{d, d': dd'|n, (d,d') =1, |log(d’/d)| < (log n)*}

a été étudiée dans [6, chap. 4 et 5]. On montre en particulier que I'on a
pour chaque a I'évaiuation

log3—14+x+all)

Uln,a)~1+(logn) p.p- (4.1)

Ce résultat est le point de depart de notre démonstration. Il contient en
particulier une confirmation de la conjecture d’Erdos mentionnée dans
I'introduction—qui correspond au cas o <0.

Heuristiquement, notre idée pour appliquer (4.1) a I'étude de h(n) est
tres simple. Elle repose sur I'hypothése que, pour z <0, presque tous les
couples {d,d'| comptés dans U(n, «) sont en fait constitués de diviseurs
consécutifs. Nous verrons que la mise en ceuvre effective de ce principe, qui
fournit la partie “minoration” de la formule asymptotique

h(n) = (log n)'e? —1+ath) p.p., (4.2)

s¢ heurte a des difficultés technique non négligeables.

Il est, en revanche, trés facile d’obtenir la majoration de A(n) contenue
dans (4.2) a partir de la formule (4.1). On a effet pour tout n>1 et tout
ae]—w, 1]

h(n)<iU(n, o) + t(n) exp{ —(log n)*}. (4.3)
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Chacun des deux termes du membre de droite majore respectivement la
contribution a #h(n) des indices ie[1, t(n)[ tels que logld, ., /d;) est
inférieur, ou non, a (log n)*. Comme on a classiquement

(i) = (log ”]I.ogl fol1) p.p-.

on voit que la majoration de (4.2) découle immédiatement de (4.1) et et
(4.3).

Le reste de cette section est dévolu a la preuve de la minoration contenue
dans (4.2).

Soit « un nombre réel fixé, 0 <« <log 3 — 1. Pour chaque couple |d, d'},
d<d', compté dans U(n, —2), on a

le<dd <1.

On peut donc écrire

1
h{n]2% Uln, —o)— Win, —a) (4.4)
avec
Win, —u):=card{d, d":dd'|n, (d, d')=1,
llog(d'/d)| < (logn) * Jtln:d<t<d'}.
Autrement dit, W(n, —x) compte exactement le nombre de couples {d, d"}

contribuant & U(n, —a) et qui ne sont pas contitués de diviseurs consécutifs
de n. Nous déduirons la minoration attendue pour A(n) de I'estimation

Win, —a)< (logn)loe? -1 -22+oth) p.p.. (4.5)

valable pour chaque o >0 fixe.

Pour évaluer l'ordre normal de W(n, —«), nous avons recours a la
“méthode paramétrique ™ décrite dans [6] et employée en particulier pour
majorer U(n, —x)—cf. [6, Chap. 5]. Posons

Qn, t) = Zt

pln
P=l

Un résultat bien connu d’Erdés (cf. [6, chap. 1]) implique

sup |2(n. 1) —log, 3t| =o(log, i) p.p.

l<r=n
de sorte que, pour chaque valeur du parameétre y, 0 < y < 1, on peut écrire

W(n, —a) < (logn)"""W*(n) p.p. (4.6)
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avec
W*(n) = Z' Z y”""‘”(log 3d) log v (4.7)
dd' | n thn
d=tr=d'

ou l'apostrophe indique que la sommation est restreinte aux couples de
diviseurs {d, d'} tels que

(d,d')=1 et [log(d'/d)| < (logn) ™

Nous allons montrer que, pour un choix convenable du parameétre y,
on a

S*(x):i= ) W*n)<x(logx)°# ' *(log,x)’. (4.8)

Vx=nsx

Il est clair que (4.8) et (4.6) impliquent bien (4.5). Dans les calculs qui
suivent, nous ferons systématiquement appel a la majoration

Z _]v‘ﬂl”'” 4 :{ log l,)_l' - 1' {4‘9)
X<n= x4z
valable uniformément pour 0< y<1, 2<i<x<z’ Cela découle par
exemple d’un théoréme de Shiu [10].
Soit ne ]\/x,x]. Lorque la somme intérieure de (4.7) est non vide,
posons nm=(d, t), m = (d’', t). 1l existe alors des entiers r, 7', s, h = 1 tels que

d=mr, d'=m'r', t=mm's, n=mm'rr'sh.
De plus, I'ensemble des conditions de sommation de (4.7) implique
mr<mm's<m'r' <mr(l +n) (4.10)

ou l'on a pose
n:=2logx) *

Il est capital de remarquer dés a présent que nous devons
impérativement tirer avantage du fait que les deux premiéres inégalités de
(4.10) sont strictes: si I'égalité était permise, on pourrait avoir m=r'=
s =1, ce qui correspond essentiellement a remplacer W*(n) par U(n, —o)—
et interdit ipso facto une estimation telle que (4.8).

D’apreés (4.10), mr = 1/. Donc d — o avec x et 'on a pour x assez grand

ki=mm'rr's <d*,
d’ou
Qlk,d)=Q(k)-3.
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On peut donc écrire

S*(.Y} “g v —3 Z* {log 3””‘] — iog_r'rﬂlmm'rr'\'I

mmrr's =X

% Z J,Qi homr)

s ximm'rr's

ou l'obéle indique que les variables de sommation sont soumises a la
condition (4.10). D’apres (4.9), la somme intérieure ci-dessus est

@—Y— {(log 3mr)* !

_ + (log(3x/m’m'?s?))* 'L (4.11)
mm'rr's

Nous désignons respectivement par S et S¥ les contrlbutlons a S*{r)
provenani des_sous-domaines définis par les inégalités m m'2s® g\;’r et
m’m'?s? >\/.\ On vérifie aisément que le premier des deux termes entre
accolades de (4.11) domine dans S¥, le second dans S¥.

Considérons d'abord S§¥. La somme partielle en ' ne dépasse pas

Y P2 ) <y logs x - (log 3ms)t . (4.12)

my<r <msl +n)

C’est ici que l'on utilise de maniére cruciale le fait que I'inégalité ms < r' est
stricte, qui implique donc ms > 1/y. Lorsque ms> 1/n° la relation (4.12)
découle de (4.9). Dans le cas contraire, on a 1/y <ms < 1/y” et 'on peut se
contenter de la majoration triviale obtenue en remplagant y par 1.

On peut traiter similairement la somme en r. Posant 4 := y— 1 —log y,
on obtient

Z {lOg 3””,)1 .erl i
Mgl ol
<1 log x - (log 3mmi's)*(log 3m's)* .
Il vient ainsi
St<, (nlog,x)* Y (log3ms)* '(log 3m's)" !
< (log 3mnt’s )2 S mp's) =, (4.13)
ou, par symeétrie, nous pouvons supposer que m' < m. La somme en s reléve

de (4.9). En considérant separement les intervalles 1 <s<m'. m' <s<m, et
s>m, que I'on traite par sommation d'Abel, on trouve qu'elle est

<, (log 3m)®(log 3m")©
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avec B:=2y—2-logy, C:=2y—1, pourvu que l'on ait C<0 et
B+ C<0. Ces deux derniéres conditions sont sirement satisfaites lorsque
TEyed

On peut donc écrire

St<, x(nlog, x)* T
avec
J2(rm) ',_Q(m’}

T:= ; 3,1 IR A
Y. (log 3m) = Y (log3m’) o

M= X m =m

Par sommation d'Abel, a partir de (4.9), on montre que la somme
intérieure est

<, log, x - (log 3m)”
avec D :=max(3y—1,0). En faisant encore une fois appel a (4.9), il vient
finalement

T <, log,x(log x)*

avec E:=y+B+D=3y—2—log y+max(3y—1,0)>0. Pour le choix
v=3% onaE=log3—1, dou

SF<x(log x)'3 '~ P(log, x)?, (4.14)

c'est-a-dire une majoration compatible avec I'estimation souhaitée (4.8).

Le traitement de S¥ est semblable a celui de S¥; nous nous contenterons
d’en indiquer les grandes lignes. Les sommes partielles en r et r’' étant
majorées comme précédemment, on parvient a l'estimation pendante de
(4.13)

S¥ <, x(nlog, x)*(log x)¥~ 1ty (4.15)
avec

Vo= Y (log 3m’s)* ~ "(log(3x/m?m’'>s*))* — ' p2m™) fmm's.

\'_r < mimisd = 25
Nous évaluons la somme intérieure en s, disons Y (m, m’), en distinguant
deux cas, selon que I'on a ou non m’m"” < x.
Dans le premier cas on obtient grice a (4.9), en considérant tour a tour
les intervalles de sommation s <m' et m' <s < (2x/m’m'?)'">,

S (m, m') <, (log(3x/m’m'®))” (log 3m’)™ 1,
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a condition que 0 < y<1/2. La contribution correspondante a V est

L mm’)
3 'l ’ T _“
<, Y (log3m')* Y(log(3x/m*m))" ! ,
mrmt = i
I'QEMI
<, logsx- Y (log(3x/m?))Y ' tmaxdr—LO)— __
"= a _\’ m
< . h}gg X (lOg ‘\.JEJ' — ! +max(3y— 1, l]]b
Dans le second cas, on a nécessairement s <m'. Donc
Y (m,m') <, (log 3m')" '(log(3x/m m’?))> 1.,
La contribution correspondante a ¥ est alors
]_.Qi nnn )
<, Y (log3m')" '(log(3x/m*m'?))> ': :
= 2y i
't ¥, m"
},.Q(ulj ~
<, Y (log(3x/m*))* *- <, (logx)™ 2
o o m

a condition que 3 < y <4
Finalement, nous obtenons

V < i 10g3 X |: log ‘\,)2_1 — 1 4 maxi3y l.fH_

En reportant cette estimation dans (4.15) et en choisissant y =1, on voit
que la majoration (4.14) est également valable pour S¥, et partant pour S*.

Cela acheve la preuve de (4.8), et donc de (4.2).

5. DEMONSTRATION DU THEOREME 4

Puisque f(n) < t(n), un entier n susceptible de fournir de grandes valeurs
de f(n) doit posséder “beaucoup” de diviseurs. Notre choix, qui n’est peut-
étre pas optimal, consiste a4 considérer un produit de nombres premiers
consccutifs. Plus précisément, si 2= p, < p, < --- désigne la suite croissante
des nombres premiers, nous introduisons le plus grand entier k = k(x) tel
que

k
ni=1] pisx
fo=]

On a bien entendu k ~ log x/log, x.
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Maintenant, le principe des tiroirs nous permet d’affirmer I'existence d’un
réel 1 tel que n posséde au moins

t(n)/(1 +logn)~2"/klogk (5.1)

diviseurs dans l'intervalle ]t, ez]. Nous désignons par {d,:1<j<1t(n)} la
suite croissante des diviseurs de n et supposons que t<d,<et pour
r<j€r+s.

Les couples {d;,d,, }, r<j<r+s, sont constitués de diviseurs consé-
cutifs mais pas nécessairement premiers entre eux. Nous définissons un
processus itératif pour obtenir simultanément les deux propriétés. A chaque
couple {d,, d;, ,} nous associons le couple {d;,d, ,,} ou j est 'unique
indice tel que d,=d/(d,.d, ). Bien entendu ; n'appartient pas
necessairement a Jr,r+s[. Si (d,,d;,.,)=1, nous sommes parvenus a
nos fins, sinon nous recommengons la méme opération. Au bout d’un
nombre fini d'itérations nous atteignons ainsi un couple-image, disons
Wyiiys diciy o1 ) tel que (dy ), dy )4 1) = 1. La fonction j— h( j) est a valeurs
dans [, r+ s[ et posséde les propriétés évidentes

(a) d!ru:ld;
(b)  duyysi/dpysdiyi/d;

Notre tiche consiste maintenant a minorer le cardinal de A(]r, r+s[). 1l
est naturel d’introduire a cet effet la fonction de multiplicite

m(h):=card{j:r<j<r+s h(j)=h}

et I'ensemble image
H:

th:1<h<r+s,mh) >0}
On a, f(n) =card H, et d’apres (5.1)

Y m(h)y=s—1~2%klogk. (5.2)

he

Il nous faut donc une majoration de m(h).

Soit he H un indice fix¢ et j, <j,< .- <j,,, avec m=m(h), les indices
de Jr,r+s[ tels que A(j,)= --- =h(j,)=~h Dapreés (b) nous pouvons
écrire

e> [l (@./d)y= 11 (d,.1/d,)
r<j<r+x l=u=m
= (dy 1 /dy)" = (1 + 1/d),)".
On a donc

m=m(h)< {log(1+1/d,)} ' <d,+ 1. (5.3)
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Cette majoration nous sera utile lorsque d, n'est pas trop grand. Dans le
cas contraire, nous avons recours a l'estimation

m= T{n;.a'dh} = 2!\' — eoldy)
qui découle immédiatement du point (a). Comme on a trivialement

d!r g PE.)[J”]-'
il vient
m g zkdﬁ log2/log m. [5‘4]

On déduit finalement de (5.3) et (5.4) que I'on a pour tout e H

m(h)< max min(d+ 1, 2%d'oe¥oe ),

l=d=n
Ce maximum est atteint lorsque d est solution de I'équation
d+ ] — zkd log2 1Lsgp;..
Cela implique
(1+log2/log p,)logd<klog?2,

et, puisque log p, ~ log k,
m(h)<2* exp{—{(log2]2+ofll}L} (k— )
o log k o

En reportant cette estimation dans (5.2), on obtient une minoration de
card H qui équivaut au résultat souhaité.

6. ETUDE DE f,(n) LORSQUE r >3

Montrons d’abord le theoréme 5. Pour chaque entier k=1, nous
pouvons construire par récurrence un entier n= p, p, --- p, satisfaisant a la
propriéte

[T pi<p<2 [] P00 (1<j<k) (6.1)

l=r=j lsi<y

avec la convention usuelle qu'un produit vide vaut 1. Les diviseurs de n
sont les 2* entiers de la forme

d= [ »py

l=j<k
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ou les g; valent 0 ou 1. De plus, la condition (6.1) implique immeédiatement
que les diviseurs d sont rangés selon 'ordre lexicographique sur les mots
&€x8r ,---&,. En particulier, I'égalité (d;, d,, ,)=1 n’a lieu que si d;, , = p;
pourun j, 1 <j<k.Sij=1,ona {d,.d,,dy}= {1, p,, p,} et I'indice i =1
contribue 4 fi(n). Si j>1, on a d,,,=p, p;, donc (d;,,,d,;,,)>1. Cela
montr que fy(n)=1, f,(n)=0 (r=4), et achéve la preuve du théoréme 5.

Les inégalitées (6.1) impliquent immédiatement que p, =2 et, par
récurrence sur j, que

2/72<log p;/log2<2/~!  (1<j<k).
D’ou
2~ '<log nflog 2 <25 — 1.
Si I'on choisit, pour x> 16, k= [(1/log2)log(log x/log2)], on a donc
x"M<n<xet
7(n) = 2" >log x/log 4.

Cela etablit (1.14).

Démontrons maintenant le théoréme 6. Comme dans le cas r=2, il est
naturel de supposer que f,(n) prend de grandes valeurs lorsque n posséde
beaucoup de facteurs premiers. Nous choisissons ici n de la forme

n= [] p (6.2)

y=p=2y

ou le paramétre réel y est aussi grand que possible sous la contrainte n < x.
Drapres le théoréme des nombres premiers, on a

y~logx (x— o0) (6.3)

Désignons par z :=n(2y)—n(y) le nombre de facteurs du produit (6.2)
et donnons nous un paramétre entier k satisfaisant a

k <log y/log 2. (6.4)

Il y a exactement m := () diviseurs de n possédant k facteurs premiers. Ces
diviseurs sont tous dans lintervalle ]y% (2¢)*] et la condition (6.4)
garantit qu'aucun autre diviseur de n n’appartient a cet intervalle. Il existe
donc un indice re [ 1,27 —m] tel que, avec la notation (1.1), la suite des
diviseurs de n ayant k [acteurs premiers soit

{dit<j<t+my.
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En utilisant simplement le fait que, pour j#k, (d,,d,)>1 implique
(d;, d.)>y et donc |d,—d,| > y, on peut alors écrire

card{ie[f,t+m—r+1]: max (d,d)>1}
isf<k<i+r

<card{ie l,t+m—r+1]:d,,, —d, >y}

<yt Y (d—d)sr2E 1)y

tist+m-r+1l

I1 vient donc
f,{n}?(i)%—l—r[l+{2"—1},;-"" i (6.5)

Pour le choix k = [log y/2log, v], on vérifie facilement que le membre de
droite de (6.5) vaut

o | (log y)?
(]+”[1]]E_cxp{(§+o(l)} oy }

Au vu de (6.3), cela acheve la preuve du théoréme 6.

7. ETUDE DE H(n)

Le lemme suivant, prouvé dans [6, lemma A2, p. 159] nous sera utile
pour ¢tablir le théoréme 7. Pour toute suite d’entiers ./, nous désignons
par d.o/ (resp. d.o/) sa densité naturelle (resp. densité supérieure).

LEMME. Soit F une fonction arithmétique réelle. Supposons que, pour
chaque £ >0, il existe une fonction n+— a(n, ¢) telle que

(1) lim, .,limsup,, din=1:alne)>T}=0,
(i) lim, . d{n>1:|F(n)—F(a(n,&))| >¢} =0,
(i) la densité d{n=1:a(n, e)=a} existe pour chaque entier a fixé.

Alors F posséde une fonction de répartition.

Nous voulons appliquer ce résultat au cas de F'=H, avec

aln, g) = n P’
Fi

" n
psy
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ou y= y(&) est un paramétre qui sera précisé par la suite. Le point (i) est
réalise: on a en fait (cf. [6, theorem 07])

d{n>=1:a(ne)>T) <exp{—clog T/log y}

pour une constante absolue positive ¢. La condition (iii) est également
facile a vérifier: la densité en question vaut

a ' T (1= 1/p)

pEy

[l reste a etablir la propriété (ii). Désignons par P(n) le plus grand
facteur premier de n—avec la convention P(1)=1. On a pour tout n> 1

0<H(n)—H(a(n, £))<G(n, y)i= Y (dip—d) .

Il<i<tin)
Piddi )=y

L’inégalité de droite est triviale. Celle de gauche provient, par itération, de
I'inégalité évidente

(w—u) "<(w=0)""+(0—2)"" O<u<v<w).

Nous allons montrer que I'on a pour x=1, y>2,

x 'Y G(n, y)<y'(log y)*. (7.1)

nE X

Il est clair que cette majoration implique (ii) en choisissant par exemple
y(e)=1/e2
On a

Y Gmy)= Y (v—u)' Y I

n=x M= n=x
Pluvi=yp [wo]|m
wu=d=v=dln

<x Z (v—u) [uv] L

<V
Pluv)=y
Dans cette double somme, on a v= P(uv) >y, dou
Y G(n, y)< xR(y)
nE X
avec

R(y):= i Y o (v—u) [ue]

w=1 v>max(u, v)
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La somme intérieure peut encore s’écrire

Y ulv'o—uw)' Y o(d)

v = maxiw, v) d|{wr)

=u ') o(d) Y m'd Ymd—u) !

o | u m = max(u/d vid)

=u 'Y old)d? Y m (m—u/d) .

d|u o= maxiud vid)

En comparant la somme intérieure 4 une intégrale, on montre sans
difficulte qu'elle est

d log 2
< E u.
u+y
Il suit

o

R(y)< )

o]

log 2u

pld)
ulu+ y) dzi” d

* t(u) log 2u

<y '(log »)’ 7.2
. “wuty) <y (logy) (7.2)

I
ou la derniére estimation découle, par sommation d’Abel, de I'évaluation
classique

Y tu)<wlog2w  (w=1).
Cela acheve la déemonstration du théoreme 7.
La majoration (7.2) permet d’améliorer la qualité du terme d’erreur dans
la formule asymptotique (1.16) due a Ivic et de Koninck. On a en fait

Y H(n)=Bx+ O(x(log x) ‘(log, x)*). (7.3)

=X

Pour établir cela, on remarque d’abord que le principle d’inclusion-
exclusion fournit pour tous w, v, u<v, x>0,

cardim<sxiu<d<v=dimlu.v]}=xR(u,v)+0(2"%)

ou la constante impliquée par le symbole de Landau est absolue et ou
R(u, v) satisfait a 0 < R(u, v) < 1—<f. [7, lemma 2. Posons

Hin y)i= Y (do,—d) ", H,(n, y):=H(n)—H,(n v).
lgi<z(n)
diz1=sy
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On peut alors écrire pour y =2, x>0,

!
Y Hiny)= ¥ U_u{[uxv] R(u, v) + 0(2*"—"}}

n=x u<pr=y

R(u, v)

=¥ =+ 0(5727) (74)
u-mz-g v (L‘ - H)[H, U]
et
= X
H, A P —
”g\’ “(n }] a.‘gl L->m§lu, _1-}(1?_3}[“'. U]

=xR(y) <xy (log y)>.

Cette derniére estimation implique la convergence de la double somme de
(7.4) et I'evaluation
R(u, v) .
Y ————=B+0(y '(log y)*).
w<r=y (IJ—H][R, [}:}
D’ou
Y H(n)=Bx+ O(xy '(log y)* + y2%)

H=x

et finalement (7.3) en choisissant y=log x.

Preuve du Théoréme 8. Posons

Plegay= Y 1, Pz )= Y um)

mez mEz
Pim)= v Pilm)= v

Notre démonstration repose sur les deux résultats suivants, dus respec-
tivement a de Bruijn [1] et Ivic-Tenenbaum [8]

¥ (z, y)», 225 ((logz)**t*<y<z (7.5)
Yz, v)>, Pz, v) ((logz)*t*< y<z2). (7.6)

Considérons un entier n de la forme
n=1]p
pP=y

ou vy est aussi grand que possible sous la contrainte n<x. Si
l=d, <d,< -+ <d .=n désigne la suite croissante des diviseurs de n,
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alors ¥,(z, y) est égal au nombre des indices j tels que d; <z. De plus, on a
trivialement
max d, /d, <y (7.7)

1= f<z(n)

(en fait, cette quantité est égale a 2—cf [4, p. 19]—mais nous n'en aurons
pas besoin).

Soit ¢>0. Posons z=exp}{y'? *}, et désignons par k le plus grand
indice tel que ¢, <z. On a

1/2
Y (z, y)= 1@{ (d,ﬂ d)~"! Zi(d,-,,,—d_,-)}

l<j<k = l=j=k

<{H(n)d, . }'*<{H(n)yz

ou la derniere inégalité découle de (7.7). En utilisant (7.5) et (7.6), il vient
donc

H(n)= lp|{5. _1'}1 ¥ lz=1 >, z83

comme y ~ log x, il suit
H(n)>, exp {%(IOgA‘l" “(1 +u(m}

d’ou (1.18), puisque & peut étre choisi arbitrairement petit.

Preuve du Théoreme 9. On a clairement pour tout n =2

Hm<Y k' Y L (7.8)

kin (i d=F

Pour chaque & fixé, posons m=n/k et désignons les diviseurs successifs de
mpar | =m, <m,< .-~ <m, =m. Dans la somme interieure de (7.8), on a
necessairement

d,=mk, dip=my,  k
pour un certain j, 1 < j<r, tel que (m,. m,, )=1. On peut donc écrire
H(n)< ) k 'f(n/k). (7.9)
kln

En utilisant la majoration (1.3) pour estimer f(n/k) et en remarquant
que la fonction multiplicative m— t(m) B™) est croissante sur chaque
suite { p/: j=1,2, ..}, 1l suit

H(n)<3t(n) By k!

kln

< 1(n) B exp {Z p ‘}.

rln
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Comme on a ¥, p '<Y,.,, p ' <log,(2+w(n))+O(1), cela établit
(1.20).

Pour montrer (1.21), on fait appel a (1.5) pour majorer f(n/k) dans (7.9).
Nous laissons au lecteur la vérification facile du fait que la fonction

M(n) :=1(n){log(1 + (n))/Q(n)} >
satisfait

M(pm)=M(m) (m=2, p=2).
Cela implique

H(n)<4M(n) Y k' < M(n)log(l + w(n))
ke |m

et achéve ainsi la démonstration du théoréme 9.
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